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 מבוא

שוויונים עבור ערכים של פונקציות -בעבודה זאת אנחנו מתארים שיטה אחת על מנת למצוא אי

אנליטיות המעתיקות את עיגול היחידה  1:  zz C כברובמישור המ C לתוך עצמו

ובנקודות ועבור נגזרות שלהן בנקודות פנימיות של העיגול ( תוחד ערכי-לא בהכרח חד)

[ SD2001,BP1978]פרמטריות -אגודות חד-השיטה מתבססת על שימוש בחצי. השפה

, לדוגמה] -ל  -חד ערכיות מ-בעיגול היחידה ותוצאות ידועות עבור פונקציות אנליטיות חד

Y1997 ,CP1982 ,CDV2007 ,PV2002 .]ך ערכים של יוצרים השיטה מאפשרת גם להערי

 .אגודות ונגזרות של היוצרים בנקודות בתוך עיגול היחידה ועל השפה-של חצי

שוויונים מפורסמים עבור פונקציות אנליטיות פנימיות של עיגול -אנחנו מציגים אי 1בפרק 

( ומסקנות Schwarz Lemma ,Schwarz-Pick Lemma)היחידה בנקודות בתוך העיגול 

 [.SD2001 ,GR1984]ותיאור גיאומטרי שלהם על בסיס מטריקה היפרבולית של פוינקרה 

      אנחנו מדסקסים הערכות מפורסמות בנקודות השפה של עיגול היחידה 2בפרק 

(Denjoy-Wolff Theorem, Julia's lemma )ותיאור גיאומטרי שלהן על בסיס פסידו-

 [.SD2001 ,W1926 , J1920]מטריקה היפרבולית 

שוויונים מפורסמים עבור נגזרות של פונקציות אנליטיות פנימיות -אנחנו מציגים אי 3בפרק 

שוויונים עבור פונקציות אנליטיות פנימיות -וגם אי, O2000]]בנקודות השפה של עיגול היחידה 

 .[YG1997 ,CP1982]חד ערכיות והנגזרות שלהן בנקודות השפה של עיגול היחידה -וחד

אגודות -שוויונים חדשים עבור יוצרים של חצי-אנחנו מתארים את השיטה למציאת אי 4בפרק 

אנחנו  5ובפרק , חד ערכיות-שוויונים ידועים עבור פונקציות אנליטיות פנימיות חד-מאי

שוויונים חדשים עבור פונקציות -שוויונים עבור יוצרים על מנת למצוא אי-משתמשים באי

בנקודות ( חד ערכיות-לא בהכרח חד)את עיגול היחידה לתוך עצמו אנליטיות המעתיקות 

 .פנימיות ובנקודות השפה של עיגול היחידה
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שוויונים עבור ערכים של פונקציות אנליטיות המעתיקות את עיגול היחידה לתוך -אי .1

 עצמו בנקודות פנימיות 

 

 למה של שוורץ 1.1

מרוכבות ומערכות דינאמיות מרוכבות הוא למה של אחד המשפטים הכי בסיסיים בפונקציות 

שוויון עבור ערכים של פונקציות אנליטיות -הלמה נותנת אי[(.  [SD2001]],SD1989)שוורץ 

 .פנימיות של עיגול היחידה בכל נקודות בתוך העיגול

)0(0ומקיימת  -אנליטית ב :Fנניח כי פונקציה (. למה של שוורץ) 1משפט  F .

 אזי

1. zzF )(  לכלz, 

1. 1)0(' F. 

0z,00 אם בנוסף לכך קיימת נקודה z , 00שעבורה מתקיים )( zzF   0(1או(' F 

zezF  -כך ש  אזי קיים קבוע ממשי  i)(  לכלz. 

)0(0 -ו  -אנליטית ב F -מכיוון ש. הוכחה F ,ניתן לפתח אותה לטור מקלורן : 

k

k

k zazF 





1

)(  ,z, 

כאשר  
!

)0()(

k

F
a

k

k . 

 לכן פונקציה







1

1)(
)(

k

k

k za
z

zF
zG ,z, 

 :ומתקיים  -היא גם אנליטית ב

)0(')0( 1 FaG . 

10ניקח   r  כלשהו ונסמן rzzr  :. 

ולפי עיקרון המקסימום של מודולוס עבור פונקציה אנליטית  rאנליטית בסגור של Gאזי

 :נקבל

rr

zF

z

zF

z

zF
zGzG

rzrzrzrzz r

1)(
max

)(
max

)(
max)(max)(max 


 

 נקבל. השוויון האחרון-באי 1rנעבור לגבול כאשר 
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1
)(

)( 
z

zF
zG לכל z ,0z. 

 לכן

zzF )( לכל z. 

)(1קיבלנו כי  zG לכל z .0עבור , בפרטz  0(')0(1מתקיים(  FG . 

  נניח כי קיימת נקודהz  1כך שעבורה מתקיים)( zG  אז)(zG  מקבלת

 לכן. zמקסימום של מודולוס בנקודה 

)(zG 1-כך ש, 

  או

iezG )( ,R. 

 לכן 

zezF i)( לכלz. 

  0(1אם(' F  0(1אזי( G , 1וקודם קיבלנו כי)( zG  לכלz. 

 ולכן לפי עיקרון המקסימום נקבל כי 0כלומר המקסימום של המודולוס מתקבל בנקודה 

)(zG 1-כך ש, 

 או

iezG )( ,R. 

 לכן 

zezF i)(  לכל z. 

 

 (The Schwarz-Pick Lemma)שוורץ פיק למה  1.1

אם  של  אוטמורפיזםנקראת  C:Fחד ערכית -פונקציה אנליטית חד .1 הגדרה

)(F. 

 :אם ורק אם ניתן להציג אותה בצורה היא אוטומורפיזם של  C:Fידוע כי פונקציה 

)()( zmezF a

i  , 
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כאשר 
za

za
zma






1
)( ,1a,R,z. 

  כלומר   ,היא אוטומורפיזם הפוך לעצמו zma)(הפונקציה 
     .  

 מתקיים, ,wzאז לכל שתי נקודות  ,פונקציה אנליטית :Fתהי  .1 משפט

)())(()( zmzFm wwF  , 

 (1)                                                                                            או

zw

zw

zFwF

zFwF










1)()(1

)()(
 . 

מש לפחות עבור זוג אחד של נקודות מתקיים כשוויון מ( (1שוויון -בנוסף לכך אם אי

wzwz   .אוטומורפיזם של  Fאזי  ,,,

wzwzנניח  .הוכחה  ,,. 

 י "ע :Gנגדיר פונקציה 

wwF mFmG )(:. 

 ,בנוסף. כהרכבה של פונקציות אנליטיות ופנימיות של   -אנליטית ב :Gאז 

0))(()0()0( )()(  wFmmFmG wFwwF  

 :נקבל, לכן לפי למה של שוורץ

xxG )(  לכלx. 

השוויון האחרון  -באי נציב )(zmx w .נקבל: 

)())(()( zmzFm wwF . 

אם לפחות עבור זוג אחד  wz מתקיים 

)())(()( zmzFm wwF  , 

 כלומר

  
)()()( zmzmmFm wwwwF  , 

  או

)())(( zmzmG ww  . 
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zezG ,אז לפי למה של שוורץ i)(,R, z. 

 .רפיזם של ואוטומ zG)(לכן 

wwF -משום ש mFmG )(, נקבל 

wwF mGmF )( 

 .כהרכבה של אוטומורפיזמים של  אוטומורפיזם של  Fולכן 

  אז   של אוטומורפיזם F שאם נוכיח כעת

)())(()( zmzFm wwF  לכל wz,. 

 :מהצורה הוא   של אוטומורפיזם כל

 )()( zmezF a

i  .z, R ,1a כאשר  

 
)()(1

)()(

)()(1

)()(

)()(1

)()(
)()(

zmwm

zmwm

zmewme

zmewme

zFwF

zFwF
zFm

aa

aa

a

i

a

i

a

i

a

i

wF



















 

 המונה חישוב 

  zawa

wzazwaazwawzaa

za

za

wa

wa
zmwm aa
















1111
)()(

22

 

  
  zawa

awz






11

1
2

                          

 המכנה חישוב 

za

za

wa

wa

za

za

wa

wa
zmwm aa





















11
1

11
1)()(1     

                        
  

  
  zawa

wza

zawa

wzwazaazwawaza











11

11

11

1
222

 

 :נקבל לכן    

 
 

  
  
  

)(
111

11

11

1)(
)(

2

2

)( zm
wz

wz

wza

zawa

zawa

awz
zFm wwF 














 
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 (למה פיק-ושוורץ למה משוורץ מסקנות) נוספים שוויונים-אי 1.1

 .לתוך הסגור שלו מעתיקה את עיגול היחידה ו אנליטית C:Fנניח כי  .1 מסקנה

 ,zלכל  אזי

 
2

2

1

)(1
'

z

zF
zF




          (2) 

)(1נניח כי  .הוכחה zF  לכלz. 

)(1אם  zF  לאיזשהוz אזי F (לפי עיקרון המקסימום) פונקציה קבועה )(zF  כך

 מתקיים z לכל 1-ש

0)(' zF  

 .מתקיים( (2השוויון -ולכן אי

)(1נניח כי  zF  לכלz. פיק למה-לפי שוורץ, 

zw

zw

zFwF

zFwF










1)()(1

)()(
 .,wzלכל  

 לכן

zw

zFwF

zw

zFwF










1

)()(1)()(
. 

wzנעבור לגבול כאשר   ונקבל 

 
2

2

1

)(1
'

w

wF
wF




. 

 

 מתקיים, zאנליטית אז לכל  :Fאם . (Lindelof's inequality) 1מסקנה 

  )0(1

)0(
)(

Fz

Fz
zF




. 

- מכיוון ש .הוכחה

2

22
2

)0(

)()0(1

))(1)()0(1(
))((1

zFF

zFF
zFmF




 
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 נקבל

2

22

2

222

2

)0(
))()0(1(

))(1)()0(1(
1

)()0(1

))(1)()0(1(
1

)()0(1

)()0(
))((

zFF

zFF

zFF

zFF

zFF

zFF
zFmF
















     
2

222222

))()0(1(

)()0()0()(1)()0()()0(21

zFF

zFFFzFzFFzFF




         

                                                                                 
2

2

))()0(1(

))0()((

zFF

FzF




   

 נקבל, פיק למה-לפי שוורץ, מצד שני

zzm
zFF

FzF





)(

)()0(1

)0()(
 .zלכל  0

 מכך נובע כי 

z
zFF

FzF






)()0(1

)0()(
 . 

 לכן

)()0()0()( zFFzzFzF  

   או
)0(1

)0(
)(

Fz

Fz
zF




  לכלz. 

 

 פיק למה במטריקה ההיפרבולית של פוינקרה-שוורץ 1.1

The Schwarz-Pick inequality in the Poincare hyperbolic metric 

),( שלילית האי הפונקציה את נגדיר ,wzלכל  wz הבא באופן: 

)(1

)(1
ln

2

1
),(

zm

zm
wz

w

w




. 

כל התנאים של  את היא מקיימת, המטריקה ההיפרבולית של פוינקרההפונקציה הזו נקראת 

 : -מטריקה ב

1.  wzwz ,0),(. 

1.  wzzwwz ,),(),( . 

1.  wyzwyyzwz ,,),(),(),( . 
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1. wzwz  0),(. 

 כלומר, לשפה מתקרבת w כי נניח,   שואפת לשפה  wאו  zאם אחת הנקודות  -

1w

 אזי ,

 

. 

 

 לכן




),(lim
1

wz
w

. 

),(לכן  w אינסופי מטרי מרחב. 

kz המקיימות z נקודות קבוצת, 0k -ו  מסוימת נקודה עבור כי נעיר ),(  

 הוא גיאומטרית מבחינה. k היפרבולי רדיוס עם  -ב שמרכזו היפרבולי עיגול נקראת

 . בתוך( אוקלידי) הרגיל העיגול

 :הסבר

kz ),(  

k

z

z

z

z





















1
1

1
1

ln
2

1
 

ke
zz

zz
2

1

1









 

  zezezz kk 22 11 

 z
e

e
z

k

k





 1

)1(

)1(
2

2

 

2

22

22
2

1
)1(

)1(
 z

e

e
z

k

k





 

1נסמן 
)1(

)1(
22

22







k

k

e

e
M .נקבל: 

1
111

)(

2



































zw

zw

z
w

w
w

zw

z
w

w

zw

zw

zw

zw

zw
zmw
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)Re(2)Re(2
2222

 zMzMMzz  

222
)](Re[2)1(   MMzMz 

22

2
2

22

2

1111
Re2

















M

M

M

M

M

M

M

M
zz















































 

נסמן  
22

2

2

11 







M

M

M

M
R









 ונקבל: 

2

2

2
1

1
R

M

M
z 




 


 

R
M

M
z 




 


2

1

1
 .עיגול אוקלידי בתוך   

 

 פיק-שוורץ של שוויון-אי את

)())(()( zmzFm wwF  

 בצורה לרשום ניתן פוינקרה של במטריקה

),())(),((,, zwzFwFwz  . 

 :הסבר

: נתבונן בפונקציה ממשית
x

x
xf






1

1
ln

2

1
)( 

 כי 1xפונקציה זו היא עולה עבור 

 
0

1

1

1

11

1

1

2

1
)('

22















xx

xx

x

x
xf 

 שוויון-אי, ,wz לכל לכן

)())(()( zmzFm wwF  

 אם ורק אם מתקיים

),())(),((,, zwzFwFwz  . 
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 לפי מתרחבת אינה  הפתוח היחידה בעיגול ואנליטית פנימית העתקה כל .1 מסקנה

 .פוינקרה של ההיפרבולית המטריקה

 אם :F אנליטית פונקציה של פנימית שבת נקודת נקראת  נקודה. 1 הגדרה

 )(F. 

 כי גוררת למה פיק-שוורץ

 אם   z לכל אז :F אנליטית להעתקה פנימית שבת נקודת 

 מתקיים

),()),((  zzF  . 

היפרבולי עיגול כל מעתיקה F אז, F של שבת נקודת  אם :גיאומטרית משמעות

 kzzDk  ),(:  לתוכו. 

 

    

 

 

 

 

 

 

שוויונים מפורסמים עבור ערכים של פונקציות אנליטיות המעתיקות את עיגול -אי .1

  השפההיחידה לתוך עצמו בנקודות 

ואנחנו רוצים להעריך את  מוגדרת בעיגול היחידה הפתוח  :Fאם פונקציה 

קודם אנחנו צריכים להגדיר באיזהשהו אופן ערכים של , הערכים שלה בנקודות השפה 

 .פונקציה בנקודות השפה

lim)(קיים גבול רדיאלי סופי  אם בנקודת שפה . 1 הגדרה
1

rF
r 

אז מסמנים  

)(lim)(
1

 rFF
r 

. 

lim)(אנליטית וחסומה אז הגבול הרדיאלי  C:Fאם פונקציה  .הערה
1

rF
r 

קיים וסופי  

אם ורק אם קיים גבול זוויתי 



z

zF )(lim ( כאשרz שואף ל-  בתוך כל זווית ב-  

 (. -שקודקודה ב




kD

)( kDF
1
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 :Fשל פונקציה אנליטית  נקודת שבת על השפהנקראת  נקודה  .1 הגדרה

 אם הגבול הרדיאלי 

 


)(lim
1

rF
r

. 

 

     

 

 

 

 

 

 

)(lim)(קיים גבול סופי  אם בנקודת שפה . 5הגדרה 
1

 rFF
r 

  וגם קיים גבול סופי











 r

FrF
F

r

)()(
lim)('

1

')(אז ,  F  של  נגזרת רדיאליתנקראF ב- . 

  השפה על שבת נקודת בכל אז, אנליטית :Fידוע כי אם פונקציה  .הערה

 (  אינסופי או סופי) הרדיאלי הגבול, (קיימת אם)

                                                







 r

FrF

r

)()(
lim

1

 

 .השפה על רגולרית שבת נקודת נקראת  אז, סופי הוא הגבול אם. חיובי ותמיד קיים

  מסמניםו זוויתי במובן  השפה בנקודות ונגזרות גבול מגדירים לפעמים .הערה

)(lim)( zFF
z 




 






 




 z

FzF
F

z

)()(
lim)('. 

 ורק אם קיים z שפה בנקודת F של זוויתי גבול  -ב חסומה אנליטית F פונקציה אם

 .זהים אלה וגבולות זאת בנקודה רדיאלי גבול קיים אם

 Denjoy-Wolffמשפט  1.1

אז קיימת לפחות ,  אין נקודות שבת בתוך :Fאנליטית  אם לפונקציה. 1משפט 

 מקיימת ואחת מנקודות שבת על השפה  נקודת שבת אחת על השפה 




r

1
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1)(' F. 

 .Fשל  נקודת שבת מושכתהיא נקראת 

 Fאז , קיימת נקודת שבת  :Fבפרק הקודם ראינו כי אם לפונקציה אנליטית 

kzמעתיקה כל עיגול היפרבולי  ),(  לתוך עצמו. 

 שנמצאת על השפה יש תכונה גיאומטרית Fשל  האם לנקודת שבת מושכת  :שאלה

 ?דומה

),(מטריקה , כדי לתאר תכונה זאת. התשובה היא חיובית wz לא מתאימה משום ש-

),( wz  כאשר אחת מנקודות(z  אוw ) מתקרבת לשפה . מטריקה"נגדיר "

 .אחרת

 (Hyperbolic pseudo-metric)מטריקה היפרבולית -פסידו 2.2

 

 פונקציה .6 הגדרה





 wz

z

wz
wzd ,,

1

1
),(

2

2

 

 .מטריקה היפרבולית-פסידונקראת 

עבור שתי לדוגמה . היא לא מקיימת תכונות של מטריקה, אינה מטריקה d פונקציה .הערה

wz,,wz נקודות  שונות ,wz  נקבל ),(),( zwdwzd . למרות זאת היא עוזרת

 . בסביבת השפה לתוך  לתאר התנהגות של פונקציות אנליטיות המעתיקות את 

 קבוצת הנקודות , נקודהלכל  kzdzkD  ),(:),(  היא עיגול המשיק ל-  

 .בנקודה 

 

    

 

 

 

 

 

),(מרכז אוקלידי של העיגול  kD   הוא
k1

1
1 -ורדיוס שווה ל 

1


k

k
. 




),( kD 



1
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 :הסבר

kzd ),(  

k
z

z






2

2

1

1 

 

22

1 zkkz   

222
)Re(21 zkkzz   

1)Re(2)(
22

 kzkz     , 1
2
 

22
2

11

1

11
Re2



































kk

k

kk
zz


 

2

2

)1(

1

1

1

1

1












kk

k

k
z  

2

2

)1(

1)1)(1(

1

1









k

kk

k
z  

2

22

)1(

11

1

1









k

kkk

k
z  

)1(1

1







k

k

k
z . 

 

כלומר ,:Fנקודת שבת מושכת של פונקציה אנליטית  אם  )(F ו- 

1)(' F , אזF ),(מעתיקה כל עיגול   kD  זה נובע מלמה של . לתוך עצמוJulia . הלמה

)(1המקיימות  wנותנת תכונה גיאומטרית דומה גם עבור כל נקודות  wF (contact 

points.) 

 Julia (Julia's Lemma)למה של  1.1

  Julia)למה של ) .1 משפט

סדרה אנליטית וקיימת  :Fנניח כי  
1nnz ב-  כך ש -




n
n

zlim         וגם


)(lim n
n

zF (      .3) 
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 אם 









n

n

n z

zF

1

)(1
lim  4)  ) 

 ,zאז לכל 

    
2

2

2

2

1

1

)(1

)(1

z

z

zF

zF








 



        (5) 

 :0Kלכל , כלומר

),()),(( KDKDF   . 

 

    

 

 

 

 

 

 :גיאומטרית משמעות

אז תמונה של כל עיגול , תנאי הלמה מתקיימים אם בנקודה שנמצאת על השפה 

kzd ),( ((horodisk  על ידיF , מוכלת בעיגולkzd  ),(. 

 

    

 

 

 

 

 

מעתיקה את הורודיסק  Fאז ( לא בהכרח מושכת) Fנקודת שבת של  אם , בפרט

),( kD   להורודיסק),( kD . 







1

1z

3z

2z

)( 1zF

)( 2zF

)( 3zF




),( kD 



1

)),(( kDF 

),( kD 



12 
 

 

    

 

 

 

 

 

 :Juliaשל למה של  .הוכחה

 1לכן. 

2               נגדיר פונקציה

22

1

)1)(1(
),(

zw

zw
wz




,    wz,. 

2

22

2

222

2

22

2

2

2

1

)1)(1(

1

)1()1(

1

1

1
1)(1

zw

wz

zw

wzw

zw

zwzw

zw

zw
zmw





















       (6) 

 ,פיק למה-לפי שוורץ

22

)( )())(( zmzFm wWF  

22

)( )())(( zmzFm wWF  

22

)( )(1))((1 zmzFm wWF  

2,              ( 6)לכן לפי 

22

2

22

)()(1

))(1)()(1(

1

)1)(1(

zFwF

wFzF

zw

zw









 

     ,,wzלכל , כלומר

))(),((),( wFzFwz  . 

nzwעבור   נקבל 




),( kD 



)),(( kDF 

1
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                           ))(),((),( nn zFzFzz    2,1......,לכל,  nz 

2

22

2

22

)()(1

))(1)()(1(

1

)1)(1(

zFzF

zFzF

zz

zz

n

n

n

n









 

)1)(1(

1))(1(

))(1(

)()(1

22

22

2

2

zz

zzzF

zF

zFzF

n

nnn









 

 :נקבל ,nנעבור לגבול כאשר 

2

2

2

2

2

2

1

)(1
lim

1

1

)(1

)(1

n

n

n z

zF

z

z

zF

zF

















 

2

2

2

2

2
1

1

1

1

1

1

1

)(1

1

)(1
lim

1

1

z

z

z

z

z

zF

z

zF

z

z

n

n

n

n

n 




































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 .של עיגול היחידה שוויונים עם נגזרות בנקודות השפה-אי. 1

 . עבור פונקציות אנליטיות המעתיקות את עיגול היחידה לתוך עצמושוויונים -אי. 1.1

אינה  :Fנובע כי אם פונקציה אנליטית  Juliaולמה של  Denjoy-Wolffממשפט 

 רגולרית  וגם נקודת שבת בתוך  Fוקיימת נקודת שבת של  אוטומורפיזם של 

')(1אז , על השפה F . 1932בשנת,Helmut Unkelbach  [U1938 ]שוויון יותר -הוכיח אי

')(מדויק עבור  F. 

)0(0, אינה העתקת הזהות :Fנניח כי פונקציה אנליטית  .5 משפט F 1-ו

 אזי . על השפהFנקודת שבת רגולרית של 

                      
)0('1

2

)0('1

)0('Re1
2)1('

2
FF

F
F







.                  (7( 

 מתקיים רק אם( 7) -שוויון ב
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)0('1))0(')0('(

)0(')0('))0('1(
)(

2

2

FzFF

FFzF
zzF




. 

 השוויון-גילה מחדש את איRobert Osserman [O2000 ], שנים  61 -אחרי יותר מ

)0('1

2
)1('

F
F


                          (2) 

')1(1שוויון -הוא משפר את אי, Osserman's inequalityנקרא ( 2)השוויון -והיום אי F 

')0(1 -משום ש 1בנקודת שבת  F. 

חד ערכיות המעתיקות את עיגול היחידה -שוויונים עבור פונקציות אנליטיות חד-אי 1.1

 .לתוך עצמו

המעתיקות את עיגול היחידה   יותכער-חד-חדשוויונים עבור פונקציות אנליטיות -קיימים גם אי

 1997בשנת   Shinji Yamashitaאחד המשפטים כאלה הוכח על ידי . לתוך עצמו

[YG1997 .] פנימיות , שוויון של שוורץ עבור פונקציות אנליטיותה-איאת תוצאה זאת משפרת

 .בעיגול היחידה ערכיות-חד-וחד

)0(0 ,חד ערכית-אנליטית וחד ,:Fנניח כי  .6 משפט Fו- )0('F . אז לכל

z, 

 22 4)1(1

4
)(

zzz

zzF







. 

-ו Cowenמשפט של  :חד ערכיות-שוויונים עבור פונקציות חד-אידוגמה אחרת ל

Pommerenke [CP1982]. 

.  -ערכית ו-חד-חד, אנליטית ,:Fנניח כי  .7 משפט 0)0( F 

nאם    אז, נקודות שבת רגולריות 1,...,

                                             



n

j j

B
F1

1)Re(2
)('log

1


 

 כאשר

                                  
 

 

 השוויון מתקיים אם ורק אם , בנוסף

))()0('()( 1 zFzF  , 

 כאשר

1

1

1 )0('

)(
loglim.




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rF
B

r 

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 -ו  James Milne Andersonערכיות הוכיחו  חד -וד משפט אחד עבור פונקציות חדע

Alexander Vasil'ev [AV2008]:                                           

.  -חד ערכית ו-חד, אנליטית :Fנניח כי  .8 משפט 0)0( F 

n  ...21 ,ni

n

i
ee
   ,...,1

 .נקודות שבת על השפה 1

),,...,(0אז לכל וקטור  21  ntttt כך ש-  



n

j

jt
1

 מתקיים1

1))('()0('
1

2
2




n

j

t

j
jFF . 

.  -חד ערכית ו-חד, אנליטית ,:Fנניח כי  .1מסקנה  0)0( F 

n אם

i

n

i nee  
 .....,,...., 211

נקודות שבת על השפה אז מתקיים 1
 







n

j j FF1 )0('log

2

)('log

1


. 

הוכיחו Pommerenke [CP1982 ] -ו Cowen, על השפה במקרה של נקודת שבת מושכת 

 . השוויון הבא-את אי

 ומתקיים Fנקודת שבת של   ,חד ערכית-אנליטית וחד :F נניח כי. 9משפט 

1)(' F. אם n -כך ש Fנקודות שבת של  1,..., j  לכלnj ,.....,1 ,אז  




 
n

j

j FF
1

11 ))('(log))('(log . 

 

 

 

 

  

 

 

 



22 
 

שוויונים ידועים עבור -אגודות על בסיס אי-שוויונים עבור יוצרים של חצי-מציאת אי.  1

 .חד ערכיות-פנימיות חדפונקציות אנליטיות 

 קבוצה אינסופית .5הגדרה  
0ttF של פונקציות אנליטיות ב-   המעתיקות את  לתוך 

 :אם היא מקיימת את התנאים הבאים (semigroup, אגודה-חצי)אגודה רציפה -חצינקראת 

1) zzFzFt
t




)()(lim 0
0

 ,zלכל  

1) ))(()( zFFzF stst   לכלz  0,(ולכל[, ts. 

 -אגודה רציפה היא גזירה ב-ידוע כי כל חצי. הערה 0t , כלומר לכלz קיים גבול סופי 

 










0

0

0

)()()(
lim

t

tt

t dt

zdF

t

zFzF
 

פונקציה . 6 הגדרה



0

)(
)(

t

t

dt

zdF
zf   יוצר נקראת(generator) אגודה -של חצי 

0ttF. 

אגודה -היא יוצר של חצי C:fאם פונקציה אנליטית  .טענה 
0ttF, האגודה -אז חצי

 היא פתרון לבעיית קושי 













zzzF

tzFf
dt

zdF
t

t

,)(

),0[,0))((
)(

0

. 

חד -היא חד zFt)( פונקציה 0t ולכל zFt)( לבעיית קושי זאת קיים פתרון אחד ויחיד 

 .SD2001]]ערכית 

Berkson ו-  Porta[[BP1978 מצאו את ההצגה הפרמטרית הבאה של יוצרים: 

אגודה אם ורק אם ניתן להציג -היא יוצר של חצי C:fפונקציה אנליטית  .11משפט 

 אותה בצורה

 zzpzzzf ),()1)(()( , 

Re)(0המקיימת   -פונקציה אנליטית ב P -ו  כאשר zP  לכלz. 

 תיאור השיטה 1.1

 מתקיים :Fחד ערכית -נניח כי לכל פונקציה אנליטית חד

))(()( zFGzF , 

אגודה -אזי בכל חצי. פונקציה עם ערכים ממשיים חיוביים zG)(כאשר  
0

)(
tt zF  כל פונקציה

)(zFt ,0t מקיימת 
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))(()( zFGzF tt .     

))(()(נסמן  zGzFG tt  ,אזי  

                         )()( zGzF tt                  .  )*( 

 מתקיים שוויון ממש 0tנניח גם כי עבור 

)()( 00 zGzF . 

 אז

zzG )(0. 

 ,)*(לכן לפי 

)()()()( 00 zGzGzFzF tt  

 ,0tוגם לכל 

t

zGzG

t

zFzF
tt )()()()(

00 



. 

השוויון האחרון כאשר  -אם קיימים גבולות בשני האגפים של אי 0t,  אז 

t

zGzG
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zFzF
t
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t

t
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lim
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lim 0

0

0
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 את הגבולות משני הצדדיםנחשב 
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פונקציה , 0tנעיר כי משום שלכל 
tG גם הגבול , ממשית

t

zGzGt

t

)()(
lim 0

0




לכן . הוא ממשי 

)(')(גם האגף הימני  zGzf  הוא ממשי. 
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zfz
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 :אגודות-שוויון עבור יוצרים של חצי-קיבלנו אי

 
t

zGzFG

z

zzf t

t

)())((
lim

)(Re

0







 

שוויונים ידועים עבור -שוויונים עבור יוצרים על בסיס אי-נשמתש בשיטה זאת כדי לפתח אי

 .-ל -כיות מרע חד-אנליטיות חדפונקציות 

 חד ערכיות-עבור פונקציות חד Yamashitaשימוש בשיטה על בסיס משפט  4.2 

-חד-פנימיות וחד, עבור פונקציות אנליטיות   Shinji Yamashita  [YG1997]ניקח משפט של 

 .שיוויון עבור יוצר-איערכיות בעיגול היחידה וניפתח 

)0(0 -וערכית חד -חד, אנליטית :Gנניח כי ( Shinji Yamashita) .11 משפט G .

 ,zאז לכל 

 22 )0('4)1(1

)0('4
)(

zGzz

G
zzG



. 

Cfנניח כי  .11משפט  : אגודה רציפה -יוצר של חצי 
0ttF  0ולכלt ,0)0( tF . אז

 ,zלכל 

   
z

fzz
zzf





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)0('Re1
)(Re

2

(    .9) 

 של משפטההאגודה מקיימות את תנאי -בחצי tFפונקציות , 0tלכל : הוכחה

Shinji-Yamashita  . 0לכן לכלt ולכל z ,מתקיים 
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 דוגמה נוספת  1.1

 Vasil’ev-ו Andersonשוויון שהוכח על ידי -אם אנחנו נשתמש באותה שיטה לאי

[AV2008]  שוויון אחד עבור יוצרים-ערכיות נקבל עוד אי חד-עבור פונקציות אנליטיות חד. 
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אה הבאה עבור צניתן לקבל את התוAnderson- Vasil’evהשוויון -אחרי שימוש בשיטה לאי

 .יוצרים

אגודה רציפה -יוצר של חציC:f נניח כי . [FLSV2013] 11 משפט 
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שוויונים עבור פונקציות אנליטיות -שוויונים עבור יוצרים בהוכחה של אי-שימוש באי .5

  (.חד ערכיות-לא בהכרח חד) המעתיקות את עיגול היחידה לתוך עצמו

 תיאור השיטה 5.1

שוויונים עבור פונקציות אנליטיות -אגודות לאי-שוויון עבור יוצרים של חצי-כדי לעבור מאי

עבור  Berkson-Portaניתן להשתמש בהצגה פרמטרית , לתוך עצמו המעתיקות את 

ורק אם ניתן להציג אגודה אם -היא יוצר של חצי C:fפונקציה אנליטית נזכיר כי  .יוצרים

 [BP1978] אותה בצורה
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Re)(0פונקציה אנליטית המקיימת  C:p -ו כאשר  zp  לכלz. 
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 פונקציה אז לכל ,  -אנליטית ב :Gאם  .5 מסקנה
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 .חדשים בנקודות פנימיות על בסיס שימוש בשיטה שוויונים-מציאת אי 5.1
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שוויונים בנקודות השפה עבור פונקציה אנליטית עם תמונה שלא מפרידה -מציאת אי 5.1

 .את ראשית הצירים והשפה

שוויונים בנקודות השפה -בפרק זה אנחנו מציגים דוגמאות לשימוש בשיטה למציאת אי

 [ . FLSV2013]ממאמר 
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