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 מבוא .0

 
ים בשאלות סביב עוסקבעיות הנדסיות. מחקרים רבים מגוון בעיות אופטימיזציה מאולצת מהוות מודל מתמטי חשוב ל

 קיום ויחידות, שיטות לקירוב ואפיונים שונים של פתרון לבעיות אלו. 

 
על פתרון של בעיות אופטימיזציה מאולצות  המליצו Carrol [3]-ו Frish [5]ת החמישים של המאה הקודם בשנו

 . יותר מאוחר המרות אלו נחקרו בהרחבה על ידי)ה"מ( באמצעות התמרות מחסום

Fiacco & McCormick [4] .ועבורם פותחו שיטות פתרון שונות 

מובנים. עקרון יש כמה חסרונות  שיטות הפתרון שמתבססות עליהןלאנליזה באמצעות ה"מ, כמו גם ליחד עם זאת 

השיטות שמתבססות על ה"מ הוא שימוש באי חסימות שלהן סביב הגבול של התחום האפשרי. זה מבטיח שחיפוש 

אופטימום המתחיל מנקודה פנימית כלשהיא של תחום האפשרי יישאר בתוכו בלא טיפול מיוחד באילוצים. יחד עם 

בעיה חישובית קשה כאשר התהליך מתקרב לגבולות של האילוצים האקטיביים, ובנוסף, ה"מ וכך גם  זאת נוצרת

ד וגם קצב עד לצעהתהליך החישובי נהיה כבד יותר מצ הנגזרות שלהן אינן מוגדרות כלל בנקודת האופטימום.

  איתי יותר. ההתכנסות נהיה 

 
לאופטימיזציה מאולצת: גם לאנליזה )תנאים הכרחיים  לחלופין, הלגרנז'אן הקלאסי )ל"ק( שמהווה כלי בסיס

, עבור כופלי לגרנז' למשל ומספיקים לפתרון, התורה הדואלית( וגם לשיטות אופטימיזציה,  גם הוא לוקה בחסרונות.

 והאופטימום לא קיים, אפילו אם תנאיי אופטימאליות מסוג שני מתקיימים. , ייתכןאופטימאליים קבועים

 
שמשלבות את היתרונות של הלגרנזיאן הקלאסי ושל )המ"מ( הציע שתי המרות מחסום משופרות   Polyak [ 21] -ב

המרות מחסום לבעיות אופטימיזציה מאולצות, אבל פטורות מהחסרונות הבולטים של שניהם. הן מוגדרות 

אינסופית ולות באופטימום, שומרות על חלקות מאותו הסדר כמו הבעיה המקורית בסביבת התחום האפשרי ולא ע

 בסביבת הגבול האקטיבי של התחום האפשרי.

יחד עם זאת הם מאפשרים אנליזה בדיוק כמו הלגרנז'יאן הקלאסי, הן קמורות ממש בסביבת הפתרון והפתרון 

פותחו שלוש שיטות בהתבסס על [ 12]-האופטימאלי תמיד קיים אם תנאיי אופטימאליות מסדר שני מתקיימים. ב

עם קצב התכנסות תרת בעיה פרימאלית עם קצב התכנסות ליניארי, השיטה שפותרת בעיה דואלית המ"מ: השיטה שפו

ליניארי והשיטה הכללית לפתרון בו זמני של בעיות פרימאלוית ודואלית עם קצב התכנסות ריבועי )אם בכל צד 

 י(.מקטינים פרמטר הכנס, קצב ההתכנסות של שתי השיטות הראשונות הופך להיות סופרליניאר

 מקסימום כאשר מציגים אותה כבעיית אופטימיזציה מאולצת.-של שיטות אלו תופס גם עבור בעיית מינימום העיקרון

 
. והוכחתי שלכל המרה  Polyak  [21] את ההמרות שלגם של המרות מחסום, הכוללת  Bבעבודה זו הגדרתי מחלקה 

, בין היתר מתחומי תיטה הודגם על דוגמאות שונו. שימוש בש[21]-עובדת השיטה הפרימאלית שפותחה ב Bממחלקה 

 הנדסה.

העוסקת בתעבורה ברשת שמהוו  דוגמאאת הבעיית אופטימיזציה מאולצת שבה עוסקת עבודה זו, כולל הצגתי  2בפרק 

כללית גישת מחסום רקע מדעי והצגתי סקרתי ספרות ו 1בפרק   אופטימיזציה קמורה לא לינארית ומאולצת. תבעיי

אופטימיזציה מאולצת. הדגשתי תכונות עיקריות של המרות מחסום והצגתי המרות מחסום משופרות  תעייבלפתרון 

של קלאסיות ת ליתרונות של המרות מחסום משופרות לעומת המרות מחסום והתייחס תוך , Polyak [21]  שהוצעו ע"י

Frish [5] ו-Carrol [3] לקיום פתרון של בעית אופטימיזציה תותוצאות שקשורומושגים בסיסיים  סקרתי  4. בפרק 

המבססים  יםלמה ומשפט מרכזי ניסחתי והוכחתי , B משופרותהגדרתי מחלקת המרות מחסום  5. בפרק מאולצת

מציג  6פרק המרות מחסום משופרות. של  Bלכל המרה ממחלקה   Polyak [21] לשהתכנסות של שיטות איטרטיביות 

הצגתי פתרון של  7בפרק . ודן ביישומה, כולל בחירת נקודה התחלתית  Polyak[ 21] שיטת האיטרציות שלאת 

 . Polyak [21] בעזרת שימוש בהמרות מחסום משופרות ושיטת איטרציות שפותחה ע"י ותדוגמאה
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 בעיה:ה תיאור .4
 

 אנו נעסוק בבעיית אופטימיזציה לא ליניארית עם אילוצים מהצורה

    

  

* arg min /

/ 0, 1,n

i

x f x x

x g x i m

  

    
 

 כאן:

: nf   –   פונקציה נתונה( ,  מטרה פונקצייתהיא( 

: n

ig  –  1, הן פונקציות אילוצים,i m. 

 (לפחות אחת מהפונקציות )מטרה או אילוצים( היא פונקציה לא לינארית.)הבעיה לא ליניארית, כלומר 

 

 .של תעבורה ברשתנימאלי עיכוב כללי מי :4.0 דוגמא

ניתור מסלול אופטימאלי בין שתי תחנות ברשת . בעולם המודרני ניתוח תעבורת הרשת הוא אחד המשימות החשובות

רשת דוגמא אחרת היא העברת נתונים ב .במערכת הכבישים, למשל ומסים מיותרים ועיכוביםעיכול לפתור בעיות 

קודה אחת לנקודה אחרת ברשת יכולה להיות חשיבות מכרעת גם כאן למהירות העברת הנתונים מנמחשבים. 

מהיר ביותר המאפשר תעבורה ללא לבחור מסלול  במקרים אלה פתרון של בעיית אופטימיזציה מציע. בהקשרים שונים

 ברשת. ים מיותריםבוכיע

 רף הבא:המתוארת ע"י גפשוטה  נסתכל על מערכת כבישיםלנתח תעבורה במערכת כבישים.   נניח שברצוננו

  

 

 
 

 

 

 

 . בעיית התעבורה ברשת0איור                              

 

 צמתים. 4-כבישים ו 5 קיימיםבמערכת 

 .4וצומת יציאה הוא צומת מספר  1צומת כניסה למערכת הוא צומת מספר 

 רכבים. Fידוע שבכל דקה עוברים במערכת 

ש בדקה כך שעיכוב כללי של רכבים במערכת הכבישים יהיה בכל כבי העובריםמספר הרכבים אנחנו מעוניינים למצוא 

 מינימאלי.

 נסמן:

i =1,2,3  –   צומת כניסה לכביש    

j =2,3,4  –  צומת יציאה מהכביש 

ijx –          מתוהרכבים בכביש המחבר בין צ מספר i  לצומתj   שליליים( -)מספים אי  

ijc–           מספרים מקסימאליים של רכבים  בכביש המחבר בין צומתi וצומתj    

ijt  –          זמן להגיע מצומת i  לצומתj    

F    –          מספר הרכבים במערכת כבישים 

1 

2 

4 

1 
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f:5במקרה זה פונקציית המטרה    וב כללי של רכבים במערכת כבישים:היא פונקציית עיכ 

 
12 12 13 13 32 32 24 24 34 34

5

12 13 32 24 34

( )

, , , ,

f x t x t x t x t x t x

x x x x x x

    

 
 

 נניח שנתון כי: 

12 13 32 24 34
12 13 32 24 34

12 13 32 24 34

0.1 0.1
5 , , 1 , , 5

11 31 11 31 11

x x x x x
t t t t t

x x x x x
       

    
 

 נניח כי ישנה הגבלה על מספר הרכבים בכל כביש, ו

12 13 32 24 3410, 30, 10, 30, 10c c c c c      

 נגדיר אילוצים:
 

1 12 12 6 12 1 13 32 34

2 13 13 7 13 2 12 32 24

3 32 32 8 32 3 12 13

5

4 24 24 9 24

5 34 34 10 34

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

g x x c g x x h x x x x

g x x c g x x h x x x x

g x x c g x x h x x x F

g x x c g x x x

g x x c g x x

     

     

     

   

  

                

 

 :לא לינארית מאולצת אופטימיזציה בעייתנקבל 

  

    

(i) * arg min /

/ 0, 1,10, 0 1,3n

i j

x f x x

x g x i h x j

 

      
 

 

 

 הערה:

)    : שוויוןאילוצי  ) 0, 1,jh x j k    שיוון:  -ניתן בקלות להפוך לאילוצי אי 

( ) 0; 1,

( ) 0; 1,

j

j

h x j k

h x j k

  

  

 

)  אם ); 1,jh x j k   רות. האילוצים הנ"ל הן פונקציות קמוכל הן פונקציות לינאריות אז 

 .האילוצים המוכפלים במינוס אחד הופכים להיות פונקציות קעורותאחרת 
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 :2.2 הגדרותוסימונים 

-       1 , , mg x g x g x של בעיה )*( וקטור האילוצים 

-   0g x     0ig x  1,  לכל,i m  

-    i ig x g x   

-    
1

, ,
n

f f
f x f x

x x

  
     

  
 fהגרדיינט של  - 

-        
 

1

1
1

, ,

n
m

i

m

j i
j

g x
g x g x g g J g x

x




 
              

  gיקוביאן של  - 

-   
2

( )
i j n n

f
f x H f

x x


 
    

   

 fההסיין של  -

ים נניח כי מתקי   1 * * 0rg x g x     ואילו   1 * * 0r mg x g x    

-  1,2, ,I r  תקרא קבוצת האינדקסים האקטיביים 

-     1max * , , * 0r mg x g x   

- 
        1 , ,
r

rg x g x g x    ו-        1 , ,
m r

r mg x g x g x


 

- 
   1, ,
r

ry y y    ו-
     1, ,
m r

r my x y y


  

- 
     

       
 

1 1
1 1

,

n n
m r

m r ri i

j ji r i
j j

g x g x
g x J g x g x J g x

x x



  
 

    
                    
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 המרות מחסום ושיטת המ"מ: -סקר ספרות  .3

שימוש הן נכנסו ל. (Interior Methodsמיות )שיטות פנימקובל להישתמש בלפתרון של בעיות אופטימיזציה מאולצות 

לבעיה הבסיסית של  םהוש ב, השימ ליניאריות לאמאולצות לבעיות  מתשל המאה הקוד ישיםשנות השנרחב במהלך 

שנות  . במהלךלפתרון בעיות אלו הדומיננטיות המוחלטת שיטת סימפלקס עלה על הדעת בגלללא יניארי לתכנות 

יותר יעילות חלופות מחסום הפך ללא פופולרי בגלל פיתוחם של שיטות השבעים של המאה הקודם השימוש ב

Augmented Lagrangian)  ,Sequential Quadratic Programming) . 

 כפרק סגור בהיסטוריה של אופטימיזציה.ו , שיטות מחסום נחשבעד שנות השמונים המוקדמות של המאה הקודם

 מיאליפולינו המתכנסת בזמן ה פנימיתשיט פרסם N. Karmarkar [7], כאשר 1984-ב תמונה זו השתנתה באופן דרמטי

שיטות ל. מאז המחסום הקלאסיושיטת שלו  ורמלי בין השיטהקשר פהחוקרים הראו  1985-ב  .תכנות לינאריבעיית ל

רעיון הכללי של אנו נתייחס כאן לפרקטיקה של אופטימיזציה מאולצת . גם בתאוריה ותפקיד דומיננטי גם ב מיותפני

 שיטות המחסום.

 מהסוג: בעיה חדשה )*(לבעיה שיטת מחסום מציעה כאלטרנטיבה 

       

  

arg min /

/ 0, 1,n

B i

B x f x x x

x g x i m

   

    
 

:פונקציה כאשר ה n   המחסום שמקיימת: המרתהיא 

   0x   לכלBx 

  lim
bx

x


   

לדוגמא, אפשר לבחור כהמרת מחסום את הפונקציה  
 1

1m

i i

x
g x




 .[3] Carroll .היציע אותה לראשונה 

צאות הבאות שהתקבלו עבור בעיה תו  B   מבססות שימוש בשיטות מחסום לפתרון בעיות אופטימיזציה

 מאולצות.

 

 )למת המחסום(: 3.0 למה

בעיה  פתרון של בעיה )*(.  עבור x*יהיה   B  נסמן ,     ,r x f x x     . 

נניח כי הסדרה  
1k k





limומקיימת   יורדת  0k

k



 יהיה  .kx  פתרון של  kB :אז מתקיים , 

(2)    1

1, ,k k

k kr x r x  

 

(1)    1k kx x   

(3)    1k kf x f x  

(4)      * ,k k

kf x f x r x  

 

 )משפט ההתכנסות של שיטות המתבססות על המרות מחסום(: 3.4משפט 

נניח כי      , ,ig x f x x  1לכל i m    .הן פונקציות רציפות 

נניח כי לבעיה  *   קיים פתרון אופטימאלי*x,   0כך שלכל  מתקיים  *n

Bx x x     . 

תהי  
1

k

k
x




סדרת הפתרונות של    kB אז כל נקודה  ,lim k

k
x x


  היא פתרון של)*(. 
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 מסקנה: 

 אז Bתחום במנקודה פנימית לעבוד בשיטת מינימיזציה מוכחת שאם התחלנו  נובע 1.1למה מ - 
2

k

Bk
x




. 

של בעיה בנקודה המקיימת את האילוצים  להתחילהוא של השיטה  ןרעיוכלומר, ה  B  . 

לבעיה לא מאולצת המינימום  שבו בכל צעד מוצאים את פושתהליך חיקיים פתרון, אז  )*(אם לבעיה  -

    argmink kx f x x   ( 
1k k





limיורדת ומקיימת    0k

k



 ) לפתרון של שמתכנסת  ייצור סדרה

  .בתחום  )*(בעיה 

:אם המרת מחסום  - n  אז התנאי גזירה ברציפות ,    0f x x     

שקול לתנאי  
  
 

 
1

0
m

i

i i

g x
f x g x

g x







   


. 

אם הפתרון של   kB   הואkx,  נסמן
  
 

k

k

i k

i

g x
u

g x





ונקבל     

1

. 0
m

k k k

i i

i

f x u g x


     כלומר

-להתייחס ל ניתן 1 2, , ,k k k k

mu u u u כופלי  כופלי לאגראנז' רכווקטו(Karush-Kuhn-Tucker). 

 

 (Tucker-Kuhn-Karush)כופלי  3.3למה 

נניח כי      , ,ig x f x x  1לכל i m   הן פונקציות גזירות ברציפות.  נניח כי לבעיה *  קיים פתרון

0כך שלכל   ,x*אופטימאלי     מתקיים *n

Bx x x     . 

limאז אם  k

k
x x


 ו-x הגבול  תלות של גרדיינט האילוצים הפעילים, אז קיים-מקיים את תנאי האיlim k

k
u u


 ו-

u כופלי  רהינו ווקטוKarush-Kuhn-Tucker  עבור פתרון אופטימאליx  של)*(. 

 

נוכל לכתוב באמצעותה את פונקציית המטרה של   Frish [5]המרת המחסום הלוגריתמית הוצעה לראשונה על ידי 

בעיה   B  :בצורה         
1

*( , ) ( ) log( ( ))
m

i

i

F x f x g x 


   

נוכל לכתוב באמצעותה את פונקציית המטרה של   Carroll [3] בדוגמא קודמת עבור המרת מחסום שהוצעה על ידי 

בעיה   B  :בצורה         
1

1

*( , ) ( ) ( ( ))
m

i

i

C x f x g x  



   

  .ידוע כפרמטר "קנס" הוא פרמטר חיובי  כאשר 

 הנחותהראו שתחת ו  Frish-ו Carrollשל  המשיכו לחקור פונקציות מחסום  Fiacco  &[4] McCormicבהמשך  

סדרההעל בעיית אופטימיזציה )*(   ותטבעי 
1

k

k
x




 י "קנס"כאשר סדרת פרמטר המתכנסת לפתרון של 

1{ }k k 


 

 . kסדר גודל של מבכל שלב הוא kxלבין  x*האופטימאלי בין פתרון  פרשההונורמת  לאפס שואפת

לפתרון בלא קושי יטת גרדיאנט( תתאים שיטת ניוטון, ש ,בתחילה סברו שכל שיטת מינימיזציה סטנדרטית )למשל

בעיות לא מאולצות   kB   ובתהליך איטרטיבי תיווצר הסדרה 
1

k

k
x




  .)*( ית אופטימיזציהיבע שתתכנס לפתרון 
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ערכים עצמיים המקסימאלי והמינימאלי )בהתאמה(  min -ו maxיהיו מסתבר שבפועל הדברים לא כל כך פשוטים. 

 מספר הספקטראליסטנדרטיות בשיטות נומריות של פונקציית המטרה. ( Hessian)של מטריצת הסיאן 
max min/  

 פונקציות מחסום הסיאן שלחקרו מטריצת  Murray [10]-ו Lootsma [9]  קובע את הדיוק וקצב התכנסות לפתרון.

בעיה ה עבורהסיאן של מטריצת  הספקטראלי מספרה המקרים שברוב ,והסיקו  B   ש ככל מאדגדל- קטן  .

ות מחסום של המר ,בנוסף .מבוססות פונקציות מחסום עובדה זו גורמת בעיות נומריות קשות במימוש השיטות

Carroll  ו-Frish  אופטימיזציה מקורית  תבפתרון לבעיילא מוגדרות*xיני שיטות .  חוקרים רבים ניסו לפתח כל מ

  מאוד של בעיות אופטימיזציה. מותמצומצ מחלקות. אבל שיטות אלו התאימו לותעל מנת לעקוף את הבעי

 בעיות אופטימיזציה מאולצות בעלת אילוצים פשוטיםהציגו שיטה שמתאימה ל Nash &  [11] Sofer , למשל

  .(אילוצים הם גבולות)

 Jittornrum &  [6] Osborne  לוגריתמיתמחסום  המרתהציעו לשפר המרות מחסות ידועות והציגו: 

 
1

log( ( ))
m

i i

i

x g x 


  ,0, 1,i i m   במקרה זה פונקצית המטרה של .  B  הינה 

1

( ) log( ( ))
m

i i

i

f x g x 


  ,ו ,לאגרנז'יאן תלפונקצייעצם תחליף ב כלומר היא-, 1,i i m  'הם כפלי לאגרנז

סדרה הכפלי לאגרנז',  עבור בחירה מסוימת שלהצליחו להראות שJittornrum  & Osborne  .מתאימים 
1

k

k
x




 

המרה זו ונהית לא  וקצב התכנסות הוא לינארי או אפילו יותר טוב מלינארי. ,1-שואף ל -ככל שון מתכנסת לפתר

 חסומה כאשר מתקרבים לגבול של התחום האפשרי ואינה מוגדרת בפתרון עצמו.

 המרות. הוא הציג שתי Polyak [12] של  בעבודות הופיעההתקדמות משמעותית בשיפור וניתוח פונקציות מחסום 

 Carrol.-ו Frish מחסום של  המרותמחסום שהן למעשה שיפור של 

 :(המרות מחסום משופרות) 3.2הגדרה 

1

( , ) log( 1)

( , ) [( 1) 1]

F

C

t
t

t
t

  


  




 

   

 

  שליליות, רציפות מונוטוניות וקמורות/קעורות במשתנה שני.-המרות מחסום משופרות הן פונקציות אי

 ימות הן:במקרה זה פונקציות המטרה מתא

1

1

1

( )
( , , ) ( ) log( 1)

( )
( , , ) ( ) [( 1) 1]

m
i

i

i

m
i

i

i

g x
F x y f x y

g x
C x y f x y

 


 








  

   




 

,כאשר  1,iy i m .הם כופלי לאגרנז' מתאימים 

הן הן בעצם תחליף ללגרנז'יאן הקלאסי.    Polyak[ 12] שלמחסום משופרות מטרה המבוססות על המרות פונקציות 

ות חלקולכן גם מוגדרות ו תו,על שפו חלקות מאותו סדר כמו פונקציות המטרה ואילוצים בפנים התחום האפשרי

 ושומרות על  כל התכונות החשובות של לאגראנ'יאן. בנקודת האופטימום

Polyak 0שעבור  הראה   סדרה  טבעיותתחת הנחות קטן מספיק 
1

k

k
x




 מתכנסת לפתרון של בעיה המקורית. 

 Polyak  שות פורמאליות לפונקציה בכדי שתוכל לשרת כהמרת מחסום משופרת בשיטתדריגדיר מטרת עבודה זו לה

  .2או  1במקום 
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 תנאים ההכרחיים ומספיקים  – פתרוןהקיום סוגיית  .2

 בכדי שנוכל לדון בנושא זה נזדקק לכמה מושגים ותוצאות.

 :0.2הגדרה 

) אופטימיזציה קמורה כאשר תבעיינקראת  )*(בעיה  ), ( ), 1,if x g x i m  פונקציות קמורותהן. 

 (.1)ראה נספח מס'  אופטימיזציה קמורה תבעייהיא  (i)  הערה:

 פונקציה ה תקמירולתנאי מספיק והכרחי  4.2 משפט

נתונה פונקציה תהי  f x  קמור ופתוח  בתחוםגזירה פעמיים ברציפותD ב-n , 

אז  f x קמורה ב-D שלילית -ן שלה מוגדרת איאאם ורק אם מטריצת הסי( ) 0H f . 

a)כלומר, אם ורק אם לכל וקטור  D  מתקיים( ) 0ta H f a ). 

 פונקצית לגראנז'יאן: - 3.2 הגדרה

:נגדיר פונקצית לגראנז'יאן .  ו(*)אופטימיזציה  תבעיינתונה תהי  n mL    בצורה  )*(של 

 1 ( , ) ( ) ( )TL x y f x y g x  

 Slaterתנאי סלייטור  - 2.2 הגדרה

0xקיימת נקודה בעיה קמורה, ו )*(.  אם )*(מאולצת יזציה ית אופטימינתונה בעתהי  D כך ש-  

  02 ( ) 0; 1,ig x i m  

 .תנאי סלייטורמקיימת  )*(-שאומרים אז 

  2.5 הגדרה

תהי   * 1 * 0i iI k m g x     נאמר שפונקציות . *, ii I g x יה הן אילוצים פעילים לבע)*(. 

ללא הגבלת הכלליות נניח כי  * 0ig x   1לכל i r  ואז  , )*(-ב * 1,2, ,I r. 

 נוסמ)          1 2, , ,
r

rg x g x g x g x   ,
            r r r

g x g x H g x   .) 

 ( KKTשל  )תנאי הכרחי - 2.6 משפט

)  נקציותהפו )*(  נניח כי עבור הבעיה ), ( ), 1,if x g x i m  .גזירות ברציפות 

x* אם D מינימום לוקלי שמקיים 

   * 0ig x    לכל*i I כך ש-       3 rank *
r

g x r  

0קיים וקטור אז * my   מתקיים:שעבורו 

   
1

4 *, * ( *) * ( *) 0, * ( *) 0, 1,
m

x i i i i

i

L x y f x y g x y g x i m


        

 )תנאי מספיק( - 4.7 משפט

 גזירה פעמיים ברציפות. אופטימיזציה  תבעיי  )*(תהי 

x*בנקודה נניח כי  D (, כך ש4)-( ו1) םם תנאימימתקיי- * 0, *iy i I   . 0קיים אם כך ש-   

        2
5 *, * , ; 0 , 0, 0

r m rm

xxL x y d d d d g d g d
         

x*אז  D )*( היא נקודת מינימום מבודדת של 



9 

 

 :Bמחלקת התמרות  .5

 שמישה לשיטת המרות מחסום משופרות.  Bנגדיר באופן כללי מחלקת התמרות מחסום 

 :5.1הגדרה 

0יהיה   .כלשהו 

 B    היא קבוצת כל הפונקציות ( , ) : ,t        2-ו( , )t C  :אשר מקיימות , 

 (א)
0

lim ( , ) (0, ) 0t t


  


  

 (ב)
0

lim ( , ) 0t


 


  

) (ג) ,0) 0   

) (ד) , )t  היא פונקציה יורדת וקמורה או עולה וקעורה 

)עבור   (ה) , )t    יורדת:  אםt   אז( , )t   עבור  .( , )t    עולה:   אםt   אז ( , )t   

) אם (ו) , )t  אז ,יורדת  ;
( ), 0

( , )
1, 0

t

O t
t

t


 


  

 
)אם   , )t  אז עולה , 

( ), 0
( , )

1, 0
t

O t
t

t


 


  


 

) אם (ז) , )t  אז ,יורדת 
0

0 0
lim ( , )

0
tt

t
t

t
 




  

 
)אם   ; , )t  אז עולה ,

0

0, 0
lim ( , )

, 0
tt

t
t

t
 




  

 
 

 -כך ש kקיים  (ח)
0

lim ( ,0)k

tt l


  


  0-ו l   

)עבור  (ט) , )t  :יורדת lim ( , )
t

t

 


  עבור    .( , )t   :עולהlim ( , )

t
t


 


  

 :5.4 הערה         

) המרות מחסום , ) log( 1)F

t
t  


  ו- 

1( , ) [( 1) 1]C

t
t  



   שייכות למחלקה B (4אה נספח  )ר. 

 

 

Bתהי   0-ו  ,כלשהו 

  :נתבונן בשתי בעיות אופטימיזציה 5.4

       * * argmin / , / 0, 1,n

ix f x x x g x i m          

  -ו

                                                          ** * argmin /x f x x   

יורדת וקמורה  כאן עבור    / , 0, 1,n

ix g x i m         , 

עולה וקעורה  ואילו עבור    / 0 , , 1,n

ix g x i m         . 

כאן    , , 1,if x g x i m    .קמורות 

יהיה   sign ,ts t   ( הוא **, הלאגראנזיאן של ) 

      
1

, , ,
m

i i

i

F x y f x s y g x  


   

מקיימת תנאים הכרחיים  )*((, ובנוסף, אם בעיה **היא בעיית אופטימיזציה קמורה אז כך גם ) )*(נראה שאם 

( ובאותה נקודה **ומספיקים לקיום הפתרון, אז גם בעיה ) *, * n mx y לכן שתי הבעיות שקולות זו לזו ,. 
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        :5.3למה 

B נתונה המרה תהי  , 0לכל   שקולה ל )*(הבעיה-(**.) 

 עולה וקעורה.  : ללא הגבלת הכלליות נניח כי הוכחה

 -עולה נובע ש -מתכונה )ג( והעובדה ש (1    0 , 0i ig x g x     וגם    0 , 0i ig x g x    

2)    , 1,ig x i m   קמורות    , , 1,ig x i m    . קמורות 

מתקיים  xאכן, אם לכל   0ig x   1לכל,i m אז כיוון ש  ,- , 0t t    ו-  , 0tt t   

xלכל    מתקיים             
2

, , , 0xx i gg i i g i ig x g x g x g x g x           . 

, כלומר קיימת נקודה K-K-Tמקיימת את  )*(נניח כי בעיה  (1 *, * mx y   שמקיימת 

         
1

*, * * * * 0; * * 0, 1...
m

x i i i i

i

i L x y f x y g x y g x i m


       

 . K-K-T( מקיימת את **נראה שגם בעיה )

וי:  כיוון שבביט  * , *i iy g x   מתקיים 

אם  * 0ig x  אז גם ,  , * 0ig x    ומתקיים  * , * 0i iy g x   

*אם  0iy  אז ומתקיים ,  * , * 0i iy g x    

לכן   * , * 0i iy g x       * * 0i iy g x   1לכל...i m 

 ( מתקיים, iנניח כי תנאי )

*אם  0iy    אז * 0ig x  לכן לפי תכונה )ו( מתקיים ,  , * 1
ig ig x   ולמעשה מקבלים ש- 

          
1 1

* * * , * * * *
i

m m

i i g i i i

i i

f x s y g x g x f x y g x  
 

        

 ו, במילים אחרות,   א

          
1

, *, * * * * , * 0, * * 0, 1, ,
i

m

x i i g i i i

i

F x y f x s y g x g x y g x i m  


        

מקיימת    )*(נניח כי בעיה  (4
 

rank , * 0, 1, ,
r

ig r y i r


   . 

נסמן  r
  להיות הווקטור           1 2, , , , , ,

r

rg x g x g x       

-ובהתאמה ב r
   .את מטריצת היעקוביאן שלו 

ית של -kעמודה 
 r

   היא מהצורה      
, *

k

r r

g k
kk

g x g  
   

    
, ומתקיים   , * 0

kg kg x   

( מקיימת 2עולה לפי משתנה שני. לכן גם בעיה ) כיוון שהמרה  
rank , * 0, 1, ,

r

ir y i r     

ני בנקודה מקיימת תנאים מספיקים למינימום מסדר ש )*(נניח בעיה  (5 *, *x y , 

0כלומר, קיים  כך ש-      2
*, * , ; 0, 0

r

xxL x y y y y y g y


    ( נראה שגם בעיה ,** )

 מקיימת תנאים מתאימים. 
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אזי 

 

             

             

  

1 1

* 0, 1,
1 1

, * 1, 1

, *, * ,

* * , * * * * , * * ,

* * , * * * , * * * ,
i

g i

xx

m m
T

xx i gg i i i i g i i

i i

r r
T

xx i g i i i gg i i i
y i r m

i i

g x s

F x y y y

f x s y g x g x g x s y g x g x y y

f x s y g x g x s y g x g x g x y y



 

 

 



   

   

 

  
 

  

 

 
        

 

 
         

 

 

 

           
1 1

* * * * , * * * ,
r r

T

xx i i i gg i i i

i i

f x y g x s y g x g x g x y y  
 

 
       

 
 

 

נסמן:   1 2, , , rU diag y y y נוכל לרשום כי , 

         
, *, * , *, * , * ,

r r T r

xx xxF x y y y L x y y y g U g y y 
  

   

( קיים 5[ )ראה ציטוט בנספח  1]-ב 1לכן, לפי טענה
0 0  כך שלכל ,

0 0   0-ו   מתקיים 

     2
, *, * , ; 0, 0, 0

r

xxii F x y y y y y y   


      

 מש"ל            

 נתבונן בבעיית אופטימיזציה 

  
  

  

ˆ arg min /
***

/ , 1,n

i

x f x x

x g x i m



 

 

     
 

,0יהיו    קומפקטית. קומפקטית, אז גם  , בנוסף, אם  נציין כי  , 0     :נגדיר תחום 

    1

0 0

, * , 1

, *, , , 0

0 , 1

i i i
m

i

y y y i r

D y y R and

y r i m





     







 
       

     
      

  

 

-כאשר ב *, *x y  נראה כי לבעיה )*( קיים פתרון )*(. של בעיה 5-.1מתקיימים תנאיי אופטימאליות . ˆ ,x y 

מעל   0, *, ,D y    ויתרה מזו ˆ , * *x y x  . 

 5.2משפט 

2מתקיים  )*(נניח כי בבעיה  2, , 1, ,if C g C i m    בנקודה  פונקציות קמורות, וכי*x  

B.  תהי נתונה המרה   )*(מתקיימים תנאים הכרחיים ומספיקים למינימום של בעיה    1)אז על פי למה 

 ( למעלה(.5) –( 1 (( מתקיימים תנאים**לבעיה )

תהי        
1

, , ,
m

i i

i

F x y f x s y g x  


  כך ש ,-   sign ,ts t   . 

0אז קיים  0  0-ו    מספיק קטן, כך שלכל
1

0 min *i
i m

y
 

   ו-     0, , *, ,y D y   מתקיים , 

קיים וקטור  .1 ˆ ˆ ,x x y  שעבורו מתקיים  ˆ argmin , , /x F x y x  כך ש ,- ˆ, , 0xF x y  

0לכל  .2   מתקיים ˆ , * *x y x  ו-  ˆ , * *y y y  (*y  נקודת שבת של ˆ ,y y) 

לזוג וקטורים  .1 ˆ ˆ ,x x y  ו-  

           1 2
ˆ ˆ , , , , , , ,g g g my y y diag g x g x g x y           

0ע קיים קבו 1c  שאינו תלוי ב-  וכך ש- 

   ˆ ˆ6 max * , * *x x y y c y y    

הפונקציה  .4 , ,F x y  קמורה ממש בסביבתx̂. 
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 הוכחה 

ציפה קומפקטית. לפונקציה ר -בעיה )*( קמורה ו .2      
1

, , ,
m

i i

i

F x y f x s y g x  


   

בתחום קומפקטי קיימת נקודת מינימום      ˆ ˆ , argmin /x x y F x x   . 

 , t B  ( של הגדרת ט, לכן לפי דרישה )B מתקיים כיlim ( , , )
t

F x t





  כלומר המינימום שלה ,

אלה בנקודה פנימית. כיוון שהבעיה שלנו גזירה ברציפות מתקיים  לא מתקבל על השפה של

 ˆ, , 0xF x y . 

 

 נסמן: .1

   

   
1 2, , , , * , 1,

0 , 1,

m i i i

i

t t t t t y y i m

B t t i m





   

  
 

ונגדיר פונקציה   1, , : n m my x t R R  

 כך ש- 

    
  

  

* , , 1,

ˆ , , ,

, , 1 ,

i

i

i

i
i g i

i i g i

i
g i

t
y g x i r

y x t y g x
t

g x i r m

 


  

 


 
     

   


 

 מתקיים   

                                          2
ˆ , , , , , 1,

i i

i i
i g i g i

t t
y x t g x g x i m     

 
      

0tובפרט עבור   מתקיים 

     ˆ ˆ7 , *,0 0, , *,0 0, 1,i iy x y x i m     

 נגדיר פונקציה

            
1 1

1
ˆ8 , , , , ,

i

m m
T T

i i i g i i

i r i r

h x t y x t g x t g x g x   
   

     

0לכל    הפונקציה , ,h x t  גזירה ברציפות עבור *x B x ו-  0t B  ומקיימת 

 , *,0 0 nh x   ,  x, *,0 0 n nh x    ,    x

ˆ
9 , *,0 0r

n r

y
h x     

(h לא תלויה ברכיבים
 ˆ
r

y .) 

 

נגדיר פונקציה   1, , , : n r m n rx y t       על תחום       0, * * 0B x B x B      בצורה 

  

        
1

ˆ, , , :

ˆ ˆ, , ; * , , 1,
i

r

r
k ki

i i i g i i

i

x y t

t
f x s y g x s h x t s y g x s y i r   



    


 

  
        

  


 

כך שמתקיים 
0

lim ( ,0)k

tt l


  


  0-ו l  ח( של הגדרת מחלקת -כפי שנדרש ב(B. 
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נציב נקודה     , , , , *, *,0
r

x y t x y   ונקבל לפי תנאי(i)  בנקודה  )*(לאופטימאליות של בעיה

 *, *x y: 

  

        

     
1

, *, *,0

0
* * * , *,0 ; * , * *, 1,

*, * ; * ,0 , 1, 0

i

i

r

r
k k

i i i g i i

i

k n r

x i g

x y

f x s y g x s h x y g x s y i r

L x y y s i r

  





    


  





 

  
          

  

     



 

  

     

 

    
1

1

ˆ, , ,

ˆ , , ; * , , 1,

; , 1,

i i

r

xy

r

ki
i i i g g i i

i

r

k
i

i

x y t

tf x s y g x s h x t s y g x g x i r

s g x s i r

  






   








  
 

          
  

 
 

 





 

נציב נקודה     , , , , *, *,0
r

x y t x y נקבל , 

  

     

 

    
1

0

1

, *, *,0

* * * , *,0 ; * , * * , 1,

* ; , 1,

i i

r

xy

r
k

i i x i g g i i

i

r
k

i

i

x y

f x s y g x s h x s y g x g x i r

s g x s i r

  

 



   








  
 

 
       

 
 
   
 





 

 אם נסמן:

 
    

   

, *, *,0 , *, * ,

* * , * , 1,

r

xy xx xx

k

i gg i

x y L L x y

U diag y g x i r




  

      

 
 

נציב נקודה    , , , , *, *,0x y t x y  ונקבל 

 

 

   

 

 0

* *

0

r r

xx xx

r rk r r r

L s U g L s U g

s g s I s g

 



   

     
        
       

 

( נובע כי 6)הוכחה בנספח  2זר מלמת ע 0
  היא מטריצה לא סינגולארית, לכן נורמה שלה חסומה, כלומר קיים

0סקלר  0  שאינו תלוי ב-  כך ש-   00
  0. בנוסף קיים סקלר  כך שלכל ,n rw   מתקיים

   

2

0 0
,T w w w    . 

מתקיים  בגלל הרציפות לפי        

2

0 0
0

lim , ,T Tw w w w w
 




         0, לכן קיים 0   כך

0שלכל  0    מתקיים
   

21
,

2

T w w w
 

     לכלn rw . 
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כלומר, קיים 
0 0   כך שלכל

0 0    המטריצה
   
T

 
    אינה סנגולרית ולכן יש לה מטריצה הפוכה

0לא סינגולרית. כלומר, קיים סקלר    בשאינו תלוי- 
0 0   כך ש- 

 
1


 . 

נזכיר כי לכל 
0 0    מתקיים  , *, *,0 0

r n rx y    ,2 2, , 1, ,if C g C i m  . 

0יהיה  1 0  ו ,-       1 0 1 0, 0 ,0 ,0m mE             ממשפט הפונקציות ,

0( נובע שקיים 7)ראה נספח  2הסתומות   ווקטורי פונקציות חלקים 

                 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , , , , , ,r ny t y t y t y t x t x t x t x t         

המוגדרים באופן יחיד בסביבה       1

1 0, ; , ; 1,m

iB E s s i m          של

כך שמתקיים   Eקבוצה קומפקטית         1 2 1 2
ˆ ˆ,0 *, *, , * , ,0 *, *, , *r ny y y y x x x x    לכל

0 0  . 

0חרות, )במילים א *t y y   של המשפט.2( והוכחנו את הטענה . 

      

כיוון שהפונקציות  .3   ˆ ˆ, , ,y t x t  חלקות בתחום קומפקטי 1 0,     0קיים  כך שמתקיים 

  

,    
0

ˆ ˆmax , * , , *x t x y t y       

    ˆ, , , , , 0r n rx t y t t          10 

 וגם

                                         
1

ˆ
ˆ, , , , , 2 , ,r

r

xy
x t y t t t B E    



    

 ( בצורה מפורשת, 6נרשום את ) 

            

       

1

ˆ11 , , , , , , 0;

ˆ12 , * , , , 1,
i

r

i i

i

i
i i g i

f x t s y t g x t s h x t t

t
y t y g x t i r

     

   




   

 
   

 


 

 ונבחר )כמו קודם(

                                                                             ˆ13 , , , , 1,
i

i
i g i

t
y t g x t i r m   


   

ראשית נעריך את 
   ˆ ,
m r

y t


 ,

               
2

1
ˆ , , , , , , ,

m r m r

g r g g my t diag g x g x g x y      


     . 

0יהיה    מספיק קטן, אז לכל     1 0, ,t B E       מתקיים 

     ˆ ˆ, ,0 , *x t x x t x       

0, קיים קבוע Bולפי סעיף ו. בהגדרת מחלקה   כך ש- 



15 

 

    
1

1
14 max ,

ig i
r i m

g x  
  

  

 לכן 

     ˆ , , , * , 1,
i

i
i g i i i i i i

t
y t g x t t y y y y i r m       


        

למעשה קיבלנו כי     ˆ , * , * , 1,i i i iy x y x y y i r m       

  -או גם ש

                                   ˆ ˆ, , * , *y x y x y x y y       

 :t-( ביחס ל7כעת נגזור את )

                   

       
1

ˆ ˆ15 , , , , , , ,

, , , , , , , 0;

r

xx t it i i ixx t

i

x t t

f x t x t s y t g x t y t g x t x t

s h x t t x t s h x t t



 

      

    



      

    


 

 כלומר:

             

       

1

1

ˆ, , , , , , ,

ˆ , , , , , ;

r

xx i ixx x t

i

r

it i t

i

f x t s y t g x t h x t t x t

s y t g x t h x t t





     

   





 
     

 

 
     

 





 

 במילים אחרות:

                    ˆ ˆ16 , , , , , , , , ,
Tr r

xx t t tL x t y t x t s g x t y t s h x t t            

 כאשר:

                  
1

ˆ ˆ17 , , , , , , , , ,
r

xx xx i ixx x

i

L x t y t f x t s y t g x t h x t t      


       

       , , , , ,t t t tx t J x t y t J y t       

 ונקבל:  t( לפי 12נגזור את )

              
1

ˆ , , , * , , , , , 1,
i i i i

i
it g i i g g i ix t

t
y t g x t y g x t g x t x t i r        

 

 
        

 
 

 נוכל לרשום זאת בצורה:

              ˆ* , , , , , , , , 1,
i i i i

i
i g g i ix t it g i

t
y g x t g x t x t y t g x t i r          



 
         

  
  נסמן:

       

          

1

1
18 , , ,

ˆ19 , , , , , 1,

i

r
r r

r g i
i

k r r

i gg i

D t diag g x t

U t diag y t g x t i r

   

     

 





  
 

  

 

שמתקיים כך 
0

lim ( ,0)k

tt l


  


  0-ו l  ח( של הגדרת מחלקת -כפי שנדרש ב(B. 

0עבור ואז   0 -ו מספיק קטן t    , :נוכל לרשום באופן ווקטורי 

              1 1 ,ˆ20 , , , , , ;0
r k k r m r

t t rU t g x t x t y t D x                



16 

 

 נגדיר פונקציה:

 
       

      

, , , ,
,

, ,

r

xx

r k r

L x t t s g x t
P t

s U t g x t s I



 

  


  

 
  
   

 

נשים לב כי       
,0 , ,0 T

xyP x y


     ולכן היא מטריצה הפיכה לכל   , t B E . 

 ( ונקבל:16)-( ו12נשלב את )

   
 

 
 

  

 
   1 1

1 ,

,
21

ˆ , ;0

tt

t k r m r
t r

h xx
w P P R

y s D t 

 

 

  
      

       

 

 נסמן:

      

    

, , , 1,

ˆ , , 1,

m r

i

m r

i

g x t g x t i r m

y x t y i r m

 







  

  
 

 ואז נוכל לרשום:

            
1

ˆ ˆ, , , , , ,
m

T m rT m r

i i

i r

h x t y x t g x y x t g x  


 

  

                     ˆ ˆ, , , , , ,
T T

m r m r m r m r

t i i th x t y x t g x y x t g x x  
        

 כאשר

       

             

ˆ ˆ, , , , 1,

1
, , , , , , , 1,

i i i

m r

t it

g i i g g i i

y x t y t i r m

g x t t g x t g x t x t i r m

  

       


    

       
 

 

. כי עבור כל 2-הראנו ב   ,0 int B E  :מתקיים 

         
    

1 2 1 2
ˆ ˆ,0 *, *, , * * 0, ,0 *, *, , * *,

ˆ ,0 0

r

r n

m r m r

y y y y y x x x x x

y x

 


 

    

 
 

 לכן:

        
1

ˆ ,0 , , ,0 , 1,
i

m r

t g iy x g x i r m    


      
 

 

 (:14לפי )

           11
ˆ ,0 , ; * ;

m r m r r m r r m r

t m ry x O D x O I  


     



    
 

 

 לכן

             

           , 1

ˆ,0 , ,0 ,0 ,0 , ,0

1
* 0 ; ,0 *

T
m r m r

t i

T
m r m rm r r

i m r i

h x g x y x

g x D x g x

    

 


 

  



  

     

  

( נובע כי 18)-כמו כן, מ ,0 r

rD s I לכן , 
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    
 

 
 

    
1 1

01 ,

,0 , ,0,0
,0 , ,0

ˆ ,0 ;0

tt T

t k r r m r
t

h x yx
w x y P R

y s I




 
 

 

 

 

  
       

       

 

 -אם ניקח בחשבון ש
 

1


  ו-      ,0 , ,0 *

m r

t ih x g x  
  נקבל , 

              1max ,0 , ,0 * * 1 :
m r m rk r

t t i ix y g x I g x c      
          

0לכן מחלקות של הפונקציות נובע שעבור   מספיק קטן לכל   , t B E  0 -ו 1  

 מתקיים

         1 ˆ ˆ, , , , , ,T x t y t R x t y t c        

 ומכאן נקבל:

 

 

   

   
         

1

1

0

, * , ,0
ˆ ˆ, , , , , ,

ˆ ˆ ˆ, * , ,0

T
x t x x t x

x t y t R x t y t d
y t y y t y

  
      

  


    

      
    

 

 כלומר,

             
1

1

0

ˆ ˆ ˆ, *, , * , , , , , ,Tx t x y t y x t y t R x t y t t d c t              

 כלומר, 

   
2 2 22 2ˆ, * , * *x t x y t y c y y       

 ולכן הוכחנו כי

   ˆ, * * , , * *x t x c y y y t y c y y         

 

0קיים  )*(עיה ., כי אם עבור ב6סעיף  1הראנו בלמה  .4 כך ש-

   2
*, * , ; 0, 0

r

xxL x y y y y y g y


    ( קיים 2, אז עבור בעיה  )0 0  כך שלכל ,

0 0   0-ו   מתקיים

   2
, *, * , ; 0, 0, 0

r

xxF x y y y y y g y  


      הפונקציה , , ,F x y 

 .x̂קמורה ממש בסביבת 

 

 : 5.5 מסקנה

( יחד עם קמרות ממש של 7) (,5המשוואות ) , ,F x y  בסביבתx̂ גוררות ש- x̂  מקיים תנאי

 ת למינימום לוקאלי.יואופטימאל
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 טיבית לפתרוןהאיטר השיטהתיאור     .6

נסביר את השיטה בעזרת התוצאות Polyak [12 ]שהציע  )*(אופטימיזציה  תלבעייבפרק זה נציג שיטת האיטרציות 
  .5.1 ולמה 5.4 של משפט

ונניח ש   ,k k n mx y   הוא פתרון של איטרציהk. 1איטרציה בk  נחשב: 

 
1

1 1

1

arg min( ( , , ))

[diag ' ( , ( ))]

k k

k k m k

g i i

x F x y
A

y g x y



 



 



 




 

כתוצאה מכך נוצרת סדרה   ,k kx y. 

1למימוש השיטה פותרים בכל שלב את בעיית האופטימיזציה argmin( ( , , ))k kx F x y  ניתן לצורך זה
 להשתמש באחת משיטות סטנדרטיות של אופטימיזציה לא מאולצת.

ריך לבחור את כדי לאתחל את האיטרציות צ   0

0, , *, ,y D y    . 

  :6.0מסקנה 

2 הפונקציות )*(נניח כי בבעיה  2, , 1, ,if C g C i m     וכי בנקודה  קמורותהן*x   מתקיימים

 איתנ תמקיימ  גם הבעיה )**(פונקציה  5.1 . לפי למה )*(מספיקים למינימום של בעיה תנאים הכרחיים ו

x*בנקודה  (5( –( 1) אופטימאליות .  יםוקטור זוג  קיים 5.4 לפי משפטואז 1 1,k kx y  ,כך ש-

  1 1argmin , , /k kx F x y x     ו-
1 1

1[diag ' ( , ( ))]k k m k

g i iy g x y  

  0לכל עבורו   קיים

0 1c  אינו תלוי בש-  כך שמתקיים 1 1max * , * *k k kx x y y c y y    .  

)פתרוןמתקרבים ל (A)של  איטרציהבכל  ,כלומר *, *)x y.וקצב ההתכנסות הינו ליניארי ,  

  :6.4 רהעה

נקודה התחלתית  את הבחירה של   0

0, , *, ,y D y   .  א:הבנעשה באופן 

0נציב   (1,..,1) my e R    בפונקציה( , , )F x y  ונגדיר פונקציה חדשה 

      
1

( , ) , , * ,
m

i i

i

M x F x e f x e g x   


   

 גם כאן, ללא הגבלת הכלליות כי נניח , x B    מתקיים ) עולה וקעורההיא פונקציה  , 0ig x    לפי

 אז הבעיה:. (. 5.1( של למה 1)

     

  

arg min , /

/ 0, 1,

M

n

B i

B x M x x

x g x i m

  

    
 

אז  פתרון(  שאם לבעיה )*( יש 6.2כיח ) ראה משפט , לכן ניתן להו1.2ושל משפט  1.1מקיימת את הדרישות של למה 
)הוא גם המינימום של הפונקציה  , )M x . 

  :6.3 הערה

0קבוצה קומפקטית אזי קיים  היא  נציין שאם  0 שוויון הבא:-כך שמתקיים אי 

     0

1

22 ( ) ( ) , ( ) ( ); , 0
m

i

i

f x f x g x f x s O x    


        

 ( למציאת22)-משתמש בהמשפט הבא    0

0, , *, ,y D y   . 
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   :2.6משפט 

תהי  ,t B   

) פונקציותה ,Slaterהבעיה )*( מקיימת תנאי אם  .א ), ( ), 1, ,if x g x i m 0קיים ו גזירות 0   

שעבורו 
0

  0לכל היא קבוצה קומפקטית, אז 0   

 קיים ( ) argmin{ ( , ) / }x M x x    כך ש- ( ), 0xM x    

 
0 0

lim ( ( )) lim ( ( ), ) ( *)f x M x f x
 

  
 

  

2   אם .ב 2, , 1,if C g C i m     0( אזי קיים 5)-( ו4קיימים תנאים )תומ 0  0כך שלכל 0   

) קיים:מת ) argmin{ ( , ) / }x M x x        ש  כך-( ( ), ) 0xM x    

)1 ועבור ) ( ( )) [diag ( , ( ))]m

g i iy y x g x e    
   לזוג( ( ), ( ))x y  ייםמתק 

(23) ( ) * , ( ) *x x c y y c       

0המספר  1c   0-תלוי  באינו 0  . 

)פונקציה ה .ב-תחת הנחות מ .ג , )M x  קמורה במובן חזק בסביבת הנקודה( )x . 

 

 :2.6של משפט  הוכחה

 

limמתקיים  .א ( , )
x

M x


  0 -ו



   

( , )M x רציפה בקבוצה קומפקטית 
0

  וגדלה בצורה לא חסומה ככל שמתקרבים לשפה של. 

)המינימום  ,כלומר )x    של( , )M x  מתקבל ב- 
0

int   ולכן ( ), 0xM x   . 

תהי   
1

( )k k
x 




של כלשהי סידרה      

001 0
( ) ( ) intk k

x x  
 



  
   ,כך ש- lim 0k

k



   ולכל

0מתקיים  0k  .  1.2ומשפט  1.1לפי למה   
1

( )k k
f x 




רציפה בתחום fסדרה יורדת וחסומה ) 

קייםקומפקטי(, לכן  
0

lim intk
k

x x 


   ו-  arg min
x

x f x





 .  

 ( מתקיים:22)נוסחה על פי      , k kf x M x s O   

0 לכללכן   0פיק קטן, קיים מסk   0כך שלכלk k  אפשר לרשום כי 

   , kf x M x     וגם       k kf x f x f x       

אז           , *, *k k kf x f x M x M x f x              

0כלומר, לכל   מתקיים מספיק קטן    * 2kf x f x   

ולכן        lim *k
k

f x f x f x


  אך מצד שני ,   *f x f x  לכן   *f x f x . 

( נקבל 22ואז לפי )
0 0

lim ( ( )) lim ( ( ), ) ( *)k k kf x M x f x
 

  
 

   ולפי היינה גם 

0 0
lim ( ( )) lim ( ( ), ) ( *)f x M x f x
 

  
 

 . 
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)( מתקיימים אזי 5)-( ו4אם ) .ב *, *)x y  הוא זוגKKT :היחיד ולכן 

     
0 0

lim ( ) lim ( ), *f x M x f x
 

  
 

    וגם
0 0

lim ( ) *, lim ( ) *x x y y
 

 
 

 . 

xבנוסף אם   הגדרת מחלקת  5.1( של הגדרה ט) דרישה, הרי שלפי(B)  מתקיים כי

( , ( ))ig x    ולכן גם( ( ), )M x   . מינימום שלה לא מתקבל על השפה שלה ,כלומר 

 , אבל אז חייב להתקיים:אלה בנקודה פנימית

1 1

( ( ), ) ( ( )) ( , ( ( ))) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) 0
i i

m m

x g i x i x

i i

M x f x g x g x f x y g x         
 

         

)כעת נעריך את  ) * , ( ) *x x x y y y      . 

2( )f x C ,לכן 

( ( )) ( *) ( *) ( )ff x f x f x x h x       
 -כך ש

0
(0) 0; ( ) ( ) ; lim ( ) 0f f

x
h h x x x x 


       

i,1באותו אופן לכל  mמתקיים ,:  

( ( )) ( *) ( *) ( )g

i i i ig x g x g x x h x       

 -כך ש

0
(0) 0; ( ) ( ) ; lim ( ) 0g g

i i i i
x

h h x x x x 
 

       

( ( ))y x   1היא פונקציה גזירה פעמיים ברציפות, ולכן לכל,i m: 

( ) ( *, ) ( *, ) ( );i

y

i i iy y x y x x h x       

 -כך ש

0
(0) 0; ( ) ( ) ; lim ( ) 0y y

i i i i
x

h h x x x x 
 

       

  , ig x :היא פונקציה יורדת וקמורה,לכן 

' ( , ( *)) 1, ( *) 0
( *, )

( ), ( *)

g i i

i

i

g x g x i I
y x

O g x i I

 


 

    
 

  
 

  .Bלפי )ו( של מחלקת 

  בנוסף

( *, ) ( , ( *)) ( *)ix gg i iy x g x g x     

0-וkקיים  B)לפי )ח( של מחלקה  l  כך ש-( , ( *))gg i k

l
g x 


 ( 

נציב בביטוי 
1

( ( ), ) ( ( )) ( ) ( ( ))
m

x i í

i

M x f x y g x    


    את( ), ( ), ( )i if x g x y כך ש-, i I 

)-בחשבון ש חניק ) ( ) *i i iy y y   :ונקבל , 
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1 1

1 1 1 1

0 ( *) ( *) ( ) ( *)( ( *) ( *) ( )) ( ) ( ( ))

[ ( *) * ' ( *)] [ ( *) * ( *)] ( *) [ ( ) ( ( *)

( ))

r m
f g

i i i i i i í

i i r

r r r r
f

i i i i i í i i

i i i i

g

i

f x f x x h x y y g x g x x h x y g x

f x y g x f x y g x x y g x h x y g x x

h x

 
  

   

                 

                

  

 

   

1

( ) ( ( ))]
m

i i

i r

y g x 
 



 

 אם נסמן:

1 1

( ) [ ( ) ( ( *) ( )) ( ) ( ( ))]
r m

fg f g

i i i i i

i i r

h x h x y g x x h x y g x 
  

       

0xעבור י שהר   נקבל( ) 0x   (0) -ו 0; ( ) ( )fg fgh h x x x     

) לכן נרשום את הביטוי בצורה אחרת:  KKTשל  (1מתקיים תנאי ) ) ( ) 0r fg

xxL x g y h x       

 ,נקבלו

( ) ( *, ) ' ( *, ) ( ) 1 ''( , ( *)) ' ( *) ( )y y

i i i i i i iy y x y x x h x g x g x x h x               

 נסמן:

1(1,...,1) , * ( *,..., *), ( ) ( ( ),..., ( )), * *r y y y

r i re R y y y h x h x h x v e y          

 אזי:

( )

( )

1
* ( , ( *)) ( *) ( ) *

2

* ( , ( *)) ( *)

r y

gg i

r

gg i

y y y e g x g x x h x y

y v g x g x x

 

 

        

   

 

)שמתקיים:  קח בחשבוןנ ) 0x   (0) כאשר 0, ( ) ( ) , 0y yh h x x x x  אז , 

( )

( )

0 ( )

( )( , ( *))

fgr
xx

yr r
gg

Lx x h xg
D

y y v h xg x g I    

         
                     

 

 אינה סינגולרית.  Dהראנו שמטריצה  5.4בהוכחת משפט 

0ועבור  0   קיים קבועc שאינו תלוי ב- כך ש-
1D c . 

,0)  נסמן *), ( ) ( ( ), ( ))fg yp v q x h x h x       , 

) -אזי מ ) ( ) , 0q x k x x x        נובע ש- ( ) 0k x  

)ואם נשאיף את  ) *, ( ) *x x y y  :ונסמן( , )z x y   1 , נקבל 1 ( )z D p D q x     

z-כך ש-הבלתי תלוי ב  c  וקיים קבוע c  , (.21) כלומר מתקיימת הערכה 

 

)-נראה ש .ג ( ), )M x   קמורה במובן חזק סביב( )x : 

    

      

             

1

1

1 1

( ( ), ) ( ) , ( )

( ( ), ) ( ) , ( ) ( )

( ( ), ) ( ) , ( ) ( ) ( ) , ( ) ( )

m

i

i

m

g i i

i

m m

xx gg i i i g i i

i i

M x f x g x

M x f x g x g x

M x f x g x g x g x g x g x

     

      

           





 

 

    

        





 
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)אם  ) *iy y   1-הרי ש, ; ( ( )) ( *)i ii r g x g x  , 

0וקיים  כך ש-( ( )) ( *) 0i ig x g x    1לכל,i r m . 

וכמו כן מתקיים:   '' , ( ) ( )gg ig x O     ויותר מכך( ) ( )iy O  1לכל,i r m . 

 לכן

1

( ( )) ( ) ( ( )) ( *, *)
m

i i xx

i

f x y g x L x y  


    

 כלומר, 

( ) ( )

1

( , ( ( ))) ' ( ( )) ' ( ( ))
r

r T r

gg i í i gg

i

g x g x g x g g     


   

 -ש נזכיר
1

( ) ( ( )) ( )
m

i i

r

y g x O  


     וגם
1

( , ( ( ))) ( ( )) ( ( )) ( )
m

gg i i i

r

g x g x g x O     


    

0עבור  לכן   מתקיים מספיק קטן 

( ) ( )( ( ), ) ( *, *) ( , ( *)) ( *) ( *)r T r

xx xx gg iM x L x y g x g x g x         

2( )ig x C ,0עבור  לכן   ,מספיק קטן( ( ), )M x   פונקציה קמורה במובן חזק בסביבת( )x . 

 מש"ל.

 

 : Polyak[ 20] נחזור לשיטת האיטרציות של

אם נציב בפונקציה        
1

, , ,
m

i i

i

F x y f x s y g x  


    0את (1,...,1) my R  6.4אז לפי משפט 

0יםקי 0  0כך שלכל 0  1גקיים זו 1( , )x y כך ש- 

    

1

0

1

1

0

1

( ) arg min{ ( , ) / }

( ( )) [ ( , ( ))]

( , ) ,

m

g i i

m

i

i

x x F x x

y y x diag g x

F x f x s g x





 

  

  





  

 

  

 

1ובנוסף   1* , *x x c y y c    . 

 

 באופן כללי נציג את שיטת האיטרציות:

 

 0

1

1 1

1

1,1, ,1

* arg min( ( , , ))

[diag ' ( , ( ))]

m

k k

k k m k

g i i

y

A x F x y

y g x y



 



 



  








 

 

)2נניח  ), ( ) , 1,g x f x C i m  מתקיימים, ( 5)-(1ם )ותנאי 
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0אז קיים   כך ששיטת איטרציות יוצרת סידרה 
0

( , )s s

s
x y




כך 

max{|| *||,|| *||}s sx x y y c   ו-c>0 אינו תלוי ב-.  קצב התכנסות לאופטימום הוא כלומר
 לינארי.
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 דוגמאות והרצות .7

טיבית האיטר השיטבשימוש המרות מחסום משופרות בעזרת  2.1 דוגמאדגים פתרון עבור בפרק זה נ *A           .

בנוסף נציג עוד כמה דוגמאות אופטימיזציה מאולצות וקמורות ונציג את הפתרון שקיבלנו עבור שימוש בשיטה ו
 הזאת.

 :7.0 הערה

בכל איטרציה צריך לפתור בעית אופטימיזציה לא מאולצת על מנת  (.2)ראה נספח  תל"באלגוריתם ממומש ע"י פונקציות מ

1למצוא  arg min( ( , , ))k kx F x y .  השתמשנו בפונקציה מבנית של מתל"בfminsearch.  פונקציה עובדת לפי שיטה

downhill simplex method, לא לינארית.מאולצת ולא רון בעיות אופטימיזציה תשהיא אחת השיטות המקובלות לפ 

  

 :(עיכוב כללי מינימאלי של תעבורה ברשת – 0.4 דוגמאהדגמת פתרון עבור ) 4.7דוגמא 

 [.8]-ראה בGINO בעיה נלקחה ממדריך משתמש של 

מתקבל בנקודהלבעיה מדויק פתרון  2.5,2.5,0,2.5,2.5  44.3434, כאשר ערך של הפונקציה בנקודה זאת. 

 ע"י שימוש בשיטת המ"מ: והתקבלתוצאות ש

0.1  נבחר:  

 מספר איטרציות ערך של פונקציה נקודת מינימום פונקציה מחסום

1( , ) log( 1)
t

t  


  12

13

32

24

34

2.5357

2.4599

0.0705

2.4567

2.5271

x

x

x

x

x





 





 

41.1111 15 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   12

13

32

24

34

2.5311

2.4676

0.0611

2.4671

2.5290

x

x

x

x

x





 





 

41.2214 25 

 

 .(1מספר )ראה נספח  ישובים התבצעו בעזרת תכנית מתל"בח הערה:

 

 :מדויקהשוואת תוצאות שקיבלנו מול פתרון 

 נסמן:

*, ( *)x f x ערך של הפונקציה בנקודת מינימום ונקודת מינימום עבור פתרון אמיתי 

ˆ ˆ, ( )x f x שקיבלו עבור שימוש בשיטת המ"מ. מום קודת מינימום ונקודת מיניערך של הפונקציה בנ 

 

)ˆ פונקציה מחסום ) ( *)f x f x ˆ *x x 

1( , ) log( 1)
t

t  


  
1.1914 1.1715 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
1.1796 1.1611 
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 :עבור המרה 7.4לפתרון של דוגמא  בנורמה. התכנסות 4איור 
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

 

1עבור המרה:  7.4לפתרון של דוגמא  בנורמה. התכנסות 3איור                           

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
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 :המרהעבור  7.4 דוגמאבמאלי של הפונקציה יניהתכנסות לערך מ. 2איור                 
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

 

1:עבור המרה 7.4 דוגמאבמאלי של הפונקציה יהתכנסות לערך מינ. 5איור  

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
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 :3.7דוגמא 

 תהי נתונה בעיית אופטימיזציה מאולצת קמורה )לא ליניארית(

22

1

2 2

1 2

1 2

2 2

1 2

1

2

2

1 2

min( )

64 0

9 0

25 ( 10) 0

0

0

( , )

x
x e

x x

x x

x x

x

x

x x R



  

  

   







 

פתרון מדויק לבעיה מתקבל בנקודה  5,0 26 ל הפונקציה בנקודה זאתכאשר ערך ש. 

 

 

 תוצאות שהתקבלו ע"י שימוש בשיטת המ"מ:

0.05:  נבחר  

 מספר איטרציות ערך של פונקציה נקודת מינימום פונקציה מחסום

1( , ) log( 1)
t

t  


  1

2

5.0003

0.0149

x

x




 

26.1175 24 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   1

2

5.0010

0.0057

x

x



 
 

26.1144 6 

 

 

 

 

 השוואת תוצאות שקיבלנו מול פתרון אמיתי:

)ˆ פונקציה מחסום ) ( *)f x f x ˆ *x x 

1( , ) log( 1)
t

t  


  
1.1175 1.1159 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
1.1144 1.1611 
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 :עבור המרה 7.3דוגמא של  בנורמהלפתרון . התכנסות 6איור                              
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

 

 

1עבור המרה:  7.3דוגמא של  בנורמהלפתרון . התכנסות 7איור 

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   

 



29 

 

 

 

 :המרהעבור  7.3 דוגמאבמאלי של הפונקציה יהתכנסות לערך מינ. 6איור                 
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

 

1:עבור המרה 7.3 אדוגמבמאלי של הפונקציה יהתכנסות לערך מינ. 7איור 

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
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 :7.2דוגמא 

 תהי נתונה בעיית אופטימיזציה מאולצת קמורה )לא ליניארית(

2 2

1 2

2

1

2

2

1

2

2

1 2

min( )

2 0

1 0

0

0

( , )

x x

x

x

x

x

x x R



 

 







 

 

 ל בנקודהפתרון מדויק לבעיה מתקב 2,1 ,3 כאשר ערך של הפונקציה בנקודה זאת. 

 

 

 תוצאות שהתקבלו ע"י שימוש בשיטת המ"מ:

0.1 :נבחר  

 מספר איטרציות ערך של פונקציה נקודת מינימום פונקציה מחסום

1( , ) log( 1)
t

t  


  1

2

0.9790

1.4091

x

x




 

2.9442 16 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   1

2

0.9891

1.4121

x

x




 

2.9721 26 

 

 

 השוואת תוצאות שקיבלנו מול פתרון אמיתי:

)ˆ פונקציה מחסום ) ( *)f x f x ˆ *x x 

1( , ) log( 1)
t

t  


  
1.1558 1.1211 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
1.1277 1.1119 
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 :עבור המרה 7.2של דוגמא  בנורמהלפתרון . התכנסות 8איור 
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

1עבור:  :עבור המרה 7.2של דוגמא  בנורמהלפתרון . התכנסות 9איור 

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
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 :המרהעבור  7.2 אוגמדבמאלי של הפונקציה יהתכנסות לערך מינ. 01איור 
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

1:עבור המרה 7.2 גמאדובמאלי של הפונקציה יהתכנסות לערך מינ. 00איור 

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
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 :7.5דוגמא 

 תהי נתונה בעיית אופטימיזציה מאולצת קמורה )לא ליניארית(

2

1 2 1 2

2 2

1 2

1 2

1

2

2

1 2

min( ) 10*( )

8 0

8 3* 0

0

0

( , )

x x x x

x x

x x

x

x

x x R

  

  

  







 

 

עיה מתקבל בנקודה פתרון מדויק לב 2,2 24- כאשר ערך של הפונקציה בנקודה זאת. 

 

 

 תוצאות שהתקבלו ע"י שימוש בשיטת המ"מ:

0.01 נבחר:   

 מספר איטרציות ערך של פונקציה נקודת מינימום פונקציה מחסום

1( , ) log( 1)
t

t  


  1

2

2.0683

1.9317

x

x




 

-24.0000 645 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   1

2

2.0483

1.9517

x

x




 

-24.0000 466 

 

 

 

 

 השוואת תוצאות שקיבלנו מול פתרון אמיתי:

)ˆ פונקציה מחסום ) ( *)f x f x ˆ *x x 

1( , ) log( 1)
t

t  


  
1 1.1681 

1

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
1 1.1481 
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 :עבור המרה 7.5של דוגמא  בנורמהלפתרון . התכנסות 04איור 
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

1 :עבור המרה 7.5של דוגמא  בנורמהלפתרון . התכנסות 03איור 

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   

 

 

 

 

 



15 

 

 

 

 

 

 :המרהעבור  7.5 אדוגמבמאלי של הפונקציה יהתכנסות לערך מינ. 04איור 
1( , ) log( 1)

t
t  


  

 

 

 

 

 

1:עבור המרה 7.5 דוגמאבהתכנסות לערך מינמאלי של הפונקציה . 03איור 

2 ( , ) [( 1) 1]
t

t  


   
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 4.0הוכחת קמרות של בעית אופטימיזציה בדוגמא  – 0נספח 

אופטימיזציה  תנראה כי בעיי i  אופטימיזציה קמורה. תהיא בעיי 2.1בדוגמא 

 פונקציות אילוצים הן פונקציות לינאריות, לכן קמורות.

    5 / 0, 1,10, 0 1,3i jx g x i h x j       .תחום קמור כיוון שאילוצים פונקציות קמורות 

נראה שפונקציה  f x :היא פונקציה קמורה 

2 2 22 2

13 32 3412 24
12 32 34

12 13 32 24 34

0.1*
( ) 5* 5*

11 31 11 31 11

x x xx x
f x x x x

x x x x x
       

    
 

 נחשב מטריצת הסיאן שלה

2

2

12

2

2

34

0

( ) 0 0

0

0

0

f

x

H f

f

x

 
 


 
 
 

 
  

 

 מקבלים:

12

13

32

24

22

12

2 2 3

12 12 12 12

22

13

2 2 3

13 13 13 13

22

32

2 2 3

32 32 32 32

22

24

2 2 3

24 24 24 24

2

3

0.2*0.2 0.4*

11 (11 ) (11 )

2*2 4*

31 (31 ) (31 )

2*2 4*

11 (11 ) (11 )

2*2 4*

31 (31 ) (31 )

xf x

x x x x

xf x

x x x x

xf x

x x x x

xf x

x x x x

f

x


  

   


  

   


  

   


  

   




34

2

34

2 2 3

4 34 34 34

0.2*0.2 0.4*

11 (11 ) (11 )

xx

x x x
  

  

 

 

 יהיה  12 13 24 32 34, , , ,a x x x x x , 12 כלומר 32 34 13 240 , , 10, 0 , 30x x x x x    

–ונראה ש  H f שלילית, כלומר שמתקיים -מטריצה מוגדרת אי  , 0H f a a  

 

 

 לכן:
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12

13

32

24

2

2 12
1 2 3

12 12 12

2

2 13
2 2 3

13 13 13

2

2 32
3 2 3

32 32 32

2

2 24
4 2 3

24 24 24

2

5

34

0.2*0.2 0.4*
( ) ( )

11 (11 ) (11 )

2*2 4*

31 (31 ) (31 )

2*2 4*

11 (11 ) (11 )

2*2 4*

31 (31 ) (31 )

0.2

11

T
xx

a H f a a
x x x

xx
a

x x x

xx
a

x x x

xx
a

x x x

a
x

   
  

   
  

   
  

   
  




34

2

34

2 3

34 34

0.2*0.4*
0

(11 ) (11 )

xx

x x
  

 

 

 .aלכל 

 ת אופטימיזציה קמורה.( היא בעי2היא פונקציה קמורה ובעיה ) f(x)לכן 

 נבדוק תנאי סלייטר:

 נבחר נקודה   0 0 0 0 0 0

12 13 24 32 34, , , ,x x x x x x 0 -כך ש 0 0 0 0

12 13 24 32 341, 4, 4, 3, 1x x x x x     

 .באופן חריףשיוויון מתקיימים -ואילוצי  אי ,עבור נקודה זאת אילוצי שיוויון מתקיימים
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 :ממוש שיטת המרות מחסום משופרות ע"י שימוש במתל"ב - 4נספח 

 Polyak[12 .]השתמשנו בשתי המרות מחסום משופרות של המרות מחסום משופרות ממומשת ע"י פונקציות מתל"ב.  שיטת

לפי שיטת המרות מחסום בכל איטרציה צריך לפתור בעית אופטימיזציה לא מאולצת על מנת למצוא 
1 arg min( ( , , ))k kx F x y  השתמשנו בפונקציה מבנית של מתל"ב .fminsearch. קציה עובדת לפי שיטה פונdownhill 

simplex method ,.שהיא אחת השיטות המקובלות לפתרון בעיות אופטימיזציה לא מאולצת ולא לינארית 

ערך:   חישבנובכל שלב 
1 1max{ , }s s s sx x y y   .הערך כאשר לכן תנאי עצירה הוא . הערך הזה קטן מאיטרציה לאיטרציה 

1 1max{ , }s s s sx x y y   קטן מ- של. כי אז נהיה קרובים לפתרון לכל היותר עם שגיאה  . 

 BarrierMethodSol: נציג את הפונקצית מתל"ב

 
function BarrierMethodSol(e,x0,y0,func,st) 

%e - epsilon 

%x0 - initial x value 

%y0 - initial y value 

%func - objective function handle 

%st - constraints function handle 

  

  

%solution with use of first barrier function 

  

dfrn=1; 

y1=y0; 

x1=x0; 

x2=x0; 

res(1,:)=[x1 y1]; 

l=2; 

while(dfrn>e) 

  x1=fminsearch(@(x)Brfunc(x,y1,e,func,st),x2); 

  g=st(x1); 

  

  for j=1:length(y0) 

      y2(j)=y1(j)*( g(j)/e+1)^(-2); 

  end 

  res(l,:)=[x1 y2]; 

  norm1(l)=max((sum((y2-y1).^2))^0.5,(sum((x1-x2).^2))^0.5); 

  dfrn=norm1(l); 

  fnc(l)=objectivef(x1); 

  x2=x1; 

  y1=y2; 

  obj(l)=objectivef(x1); 

  l=l+1; 

end 

  

%plots the graph 

for a=1:l-2 

  b=res(a,:); 

  c=res(l-2,:); 

  dfr(a)=max(abs(b-c)); 

  fnc_dfr(a)=max(abs(fnc(a)-fnc(l-1))); 

end 

dfr(l-1)=0; 

fnc_dfr(l-1)=0; 

norm1(l)=0; 

plot(0:l-2,dfr,'o-');grid 

xlabel('number of iterations s'); 

ylabel('max{|Xs-x*||,||Ys-y*||}'); 

title('barrier function e*(t/e+1)^(^-^1^)-1)'); 

figure 

plot(0:l-2,fnc_dfr(1:end),'o-');grid 

xlabel('number of iterations s'); 

ylabel('||f(Xs)-f(x*)||'); 

figure 

  

%number of iterations 

l-1 
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%solution with use of the second barrier function 

dfrn=1; 

y1_log=y0; 

x1_log=x0; 

x2=x0; 

res2(1,:)=[x1_log y1_log]; 

l=2; 

fnc(1)=objectivef(x0); 

while(dfrn>e)   

   x1_log=fminsearch(@(x)Brfunc2(x,y1_log,e,func,st),x2); 

   g=st(x1_log); 

  

   for j=1:length(y0) 

      y2(j)=y1_log(j)*(g(j)/e+1)^(-1); 

   end 

   res2(l,:)=[x1_log y2]; 

  norm1(l)=max((sum((y2-y1_log).^2))^0.5,(sum((x1_log-x2).^2))^0.5); 

  fnc(l)=objectivef(x1_log); 

  dfrn=norm1(l); 

  x2=x1_log; 

   y1_log=y2; 

   l=l+1; 

end 

  

%the number of iterations 

l-1 

for a=1:l-2 

b=res2(a,:); 

c=res2(l-2,:); 

dfr2(a)=max(abs(b-c)); 

fnc_dfr2(a)=max(abs(fnc(a)-fnc(l-1))); 

end 

  

dfr2(l-1)=0; 

fnc_dfr2(l-1)=0; 

plot(0:l-2,dfr2,'o-');grid 

xlabel('number of iterations s'); 

ylabel('max{||Xs-x*||,||Ys-y*||}'); 

title('barrier function e*log(t/e+1)'); 

figure 

plot(0:l-2,fnc_dfr2(1:end),'o-');grid 

xlabel('number of iterations s'); 

ylabel('||f(Xs)-f(x*)||'); 

 

%the solutions 

x1 

x1_log 

objectivef(x1) 

objectivef(x1_log) 

 

%Lagrangian function for barrier function1 

function A=Brfunc(x,y,e,func,st) 

g=st(x); 

f=func(x); 

A=f; 

for i=1:length(g) 

    A=A+y(i)*bf1(g(i),e);  

end 

  

%Lagrangian function for barrier function2 

function A=Brfunc2(x,y,e,func,st) 

g=st(x); 

f=func(x); 

A=f; 

for i=1:length(g) 

    A=A-y(i)*bf2(g(i),e); 

end 

  

  

%barrier function number 1 

function f=bf1(t,e) 
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f=e*((t/e+1)^(-1)-1); 

  

%barrier function number 2 

function f=bf2(t,e) 

f=e*log(t/e+1); 
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 (7.4דוגמא למבנה נתונים )עבור בעיה  – 3נספח 

 מקבלת נתונים הבאים: BarrierMethodSol פונקציה   7.2עבור בעיה 

e=0.1; 

y0=[1 1 1 1 1 1 1 1  1 1 1 1 1]; 

x0=[1 4 3 1 4]; 

BarrierMethodSol(e,x0,y0,@objectivef,@constraintsf); 

 

 

function f=objectivef(x) 

f=5*x(1)+x(1)^2/(10-x(1))+ 

30*x(2)^2/(30-x(2))+x(3)+ 

10*x(3)^2/(10-x(3))+ 

30*x(4)^2/(30-x(4))+ 

5*x(5)+x(5)^2/(10-x(5)); 

  

function g=constraintsf(x) 

g1=x(1); 

g2=x(2); 

g3=x(3); 

g4=x(4); 

g5=x(5); 

g6=(x(2)-x(3)-x(5)); 

g7=(x(1)+x(3)-x(4)); 

g8=(x(4)+x(5)-5); 

g9=10-x(1); 

g10=30-x(2); 

g11=10-x(3); 

g12=30-x(4); 

g13=10-x(5); 

g=[g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8  g9 g10 g11 g12 g13]; 
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 .Bשייכות למחלקה  Polyakהוכחה שהמרות משופרות של  – 2נספח     

1  שהמרות מחסום נראה 

2 1( , ) [( 1) 1] & ( , ) log( 1)
t t

t t     
 

       למחלקה  שייכותB. 

 .א

'

1 '
0 0 0 0

log( 1)log( 1)

lim ( , ) lim log( 1) lim lim 0
1 1

tt

t
t 

   



  


 

   

 
  

 
    

 
 
 

 

1

2 2
0 0 0

lim ( , ) lim [( 1) 1] lim 1 (0, ) 0
t

t t
t  


    

 



  

 
       

 
 

 .ב
'

1
0 0

lim ( , ) lim[ log( 1) ] 0
t

t
t


 


  

  
   


 

'

2 20 0

1
lim ( , ) lim ( ) 0

( )
t

t t


 


   

  
   

 
 

 .ג
1

0
( ,0) log( 1) 0  


    

1

2

0
( ,0) (( 1) 1) 0  



    

 יורדת וקמורה -2עולה וקעורה,  - 1 .ד

tאם  .ה   אז

1

1 1 ; log( 1)
t t t

t


 

  

   
         

    

 

 .ו

2
' '

2 12
1 ( , ) 0; 0 ( , ) 1; 0

( )
t tt t t

t t

 
   

 
         

 
 

 .ז
2

'' ''

2 13 20 0 0 0

2
'' ''

2 13 20 0 0 0

2
lim ( ,0) lim ; lim ( ,0) lim

( ) ( )

2
lim ( , ) lim 0; lim ( , ) lim 0; 0

( ) ( )

tt tt

tt tt

t t

t t t
t t

   

   

 
   

 

 
   

 

   

   

      
 

      
 

 

 .ח

2
'' 1 '' 1

2 13 20 0 0 0

2
lim ( ,0) lim 2; lim ( ,0) lim 1

( ) ( )
tt tt

t t   

 
     

    
     

 
 

 

 .ט
1

1 2
0 0

lim ( , ) lim log( 1) ; lim ( , ) lim [( 1) 1] ;
t t

t t
t t

   
     

 



   
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 ציטוט תוצאות והוכחות- :5נספח 
 

 ( Theorem ebreuThe modified D ) 0 משפט

nמסדר מטריצה סימטרית  A יהיו n, B nמסדר היא מטריצה     r ו-  
1

diag 
r

i i
U u


 מסדר  מטריצה אלכסונית

r r. 

0iuאם התנאי     1לכל,i r 0 -וBy   גורר שקיים
2

, ; 0Ay y y  , 

0אז קיים  0   0כך שלכל    0-ו   מתקיים
1

( ) , , ,T nA B UB x x x x x R


    

 .[1]-ראה הוכחה ב
 

   :מסקנה

xxAאם נסמן  L , r
B g  ו- *U U , אז תנאיי משפטDebreu .מתקיימים עבור מטריצות הנ"ל 

 
 

מתקיימים, אז  5.4אם תנאי משפט   למת עזר: 0
 רית.אהיא מטריצה לא סינגול 

)מטריצה  0
  15מוגדרת בעמוד) 

 הוכחה:

 

( )

0 ( )* 0

r T

xx

r r r

L g

U g 

 
   

 
2rwהיה ,    R ר את המשוואה תוקטור כלשהו הפו 0

0w  . 

  נסמן
u

w
v

 
  
 

ונוכל לרשום    ,  

( ) ( )

0 ( ) ( )

0

0* 0 * 0

r T r T

xx xx

r r r r

uL g L u g v
w

vU g U g u

       
         

      
 

 מכאן נובע 
( )

( )

0

* 0

r T

xx

r

L u g v

U g u

  



 

 ,כעת
( ) 0 * 0rg u U  ,  0לכן '' , 0xxu L u u     (.5.1של למה  (5))לפי 

0uמצד שני אם    הראשון נובע שגם  ןמשוויואז
( ) 0r Tg v כאשר 

( )rg מטריצה בעלתr  ולכן חייב  עמודות בת"ל

0vלהתקיים   . 

 כלומר חייב להתקיים 0
0w  0wאם ורק אם       ולכן המטריצה 0

 סינגולרית. אינה 

 
 

 :(04[, עמוד 4)ראה ] 4משפט פונקציות סתומות 

תהי
1 0{0 } [ , ]mE R    קבוצה קומפקטית. ותהי

1ˆ( , , , ) : n r m m rx y t R R      פונקציה גזירה פעמיים

 רברצפות. נניח שווקטו
1( , , , ) n r mx y t R     :מקיים( , , , ) 0x y t   כך שמטריצהˆ( , )' ( , , , )x y x y t  אינה

)סינגולרית לכל  , )t E . 

0אזי קיים סקלר  קטוריות גזירות פעמיים ברציפותוושתי פונקציות ו 

1 1
ˆ( , ) ( ( , ),..., ( , )), ( , ) ( ( , ),..., ( , ))n rx t x t x t y t y t y t        

1 מוגדרות באופן יחיד בסביבה 0( , ) {( , )/ | | , 1, ; [ , ]}iS E t t i m          

)ˆ-כך ש ,0) , ( ,0)x x y y     1לכל 0[ , ]     וכך ש-   ( ( , ), ( , ), , ) 0x t y t t     בנוסףו: 

 
( ) ( )

ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( , ) ' ( ( , ), ( , ), , ) [ ' ( ( , ), ( , ), , )]
†

ˆ ˆ( , ) ' ( ( , ), ( , ), , ) [ ' ( ( , ), ( , ), , )]

x

y

x t x t y t t x t y t t

y t x t y t t x t y t t

 

 

      

      

    

    

 

תוצאה נוספת שמתקבלת מהביטוי  מסקנה: † 0קיים ש היא  כך שמתקיים 

1

2 2 2(|| ( , ) || ^ || ( , ) || )x t x y t y      

 

 


