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 הקדמה

 

 :Bell Polynomials -  פולינומי בל

ופירסם  הגדיר אותםששהיה הראשון  המתמטיקאי האמריקאי אריק טמפל בלקיבלו שם לכבוד י בל פולינומ

ואחר כך ע"י מתמטיקאים  ונחקרו על ידיהם  .1934בשנת  "Exponential Polynomialsאותם במאמרו "

כמו למשל בנוסחה  הם מופיעים גם ביישומים רביםים ומתמטיה םכליהאחד ממופיעים כפולינומי בל  .רבים

, במסגרות רבות ושונותמיושמים קומבינטוריים חשובים ולכלים גם  יםנחשב פולינומי בל של פא די ברונו.

כמו למשל: הערכה של אנטגרלים וסכומים משתנים, היחסים הפנימיים של שמורות )אינוואריטים( 

)בעית ביסר(, כללי הסכום של ניוטון עבור   Blissard problemאורתוגונליים של אופרטור קומפקטי חיובי, 

 Mihoubi, M. (2008)ההישנות לפולינום מסוג פרויד ונושאים אחרים רבים )האפסים של פולינומים, יחסי 

[1. )] 

פולינום בל מתחלק לשני סוגים, פולינום בל האקספוננציאלי ופולינום בל הרגיל. קיים קשר כלשהו בין שני 

ה זו בעבוד ,הסוגים אך משום מה הפולינום האקספוננציאלי זכה ליותר התייחסות בספרות המדעית, ולכן

 סתמך על פולינום בל האקספוננציאלי וכלים מתמטיים.הבחרתי להתעמק יותר בפלינום בל הרגיל ב
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 :ראשוניות הגדרות .1
 Birmajer, D., Gil, [2]) (.ordinary( ורגיל )exponential: אקספוננציאלי )סוגיםפולינומי בל מחולקים לשני 

J. B., & Weiner, M. D. (2012)). 

  :(Exponential) אקספוננציאליפולינום בל  .1

,𝑛יהיו   𝑘 ∈ 𝑁 כך ש- 𝑛 > 𝑘 −  :את . נגדיר1

I. החלקי האקספוננציאלי פולינום בל: 

(1) 𝐵𝑛,𝑘(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−𝑘+1) = ∑
𝑛!

𝑗1!𝑗2!….𝑗𝑛−𝑘+1!
𝑗 ∙ (

𝑥1

1!
)
𝑗1
(
𝑥2

2!
)
𝑗2
∙ … ∙ (

𝑥𝑛−𝑘+1

(𝑛−𝑘+1)!
)
𝑗𝑛−𝑘+1

 

 ים המקיימים את התנאים הבאים:-jהסכום הינו על 

(2) {

𝑗𝑖 ≥ 0
𝑗1 + 𝑗2 +⋯+ 𝑗𝑛−𝑘+1 = 𝑘

𝑗1 + 2𝑗2 + 3𝑗3 +⋯+ (𝑛 − 𝑘 + 1)𝑗𝑛−𝑘+1 = 𝑛
 

 

II. השלם האקספוננציאלי פולינום בל: 

(3) 𝐵𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−𝑘+1) = ∑ 𝐵𝑛,𝑘(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−𝑘+1)
𝑛
𝑘=1  

 

 :(Ordinary) פולינום בל רגיל .2

 :החלקיפולינום בל הרגיל באותו אופן נגדיר את 

,𝑛יהיו  𝑘 ∈ 𝑁 כך ש- 𝑛 > 𝑘 −  , אז:1

(4) 𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛−𝑘+1) = ∑

𝑘!

𝑗1!𝑗2!∙…∙𝑗𝑛−𝑘+1!
𝑗 ∙ 𝑥1

𝑗1 ∙ 𝑥2
𝑗2 ∙ … ∙ 𝑥𝑛−𝑘+1

𝑗𝑛−𝑘+1  

 (:2ים המקיימים את )-jכנ"ל, הסכום הינו על 

(2) {

𝑗𝑖 ≥ 0
𝑗1 + 𝑗2 +⋯+ 𝑗𝑛−𝑘+1 = 𝑘

𝑗1 + 2𝑗2 + 3𝑗3 +⋯+ (𝑛 − 𝑘 + 1)𝑗𝑛−𝑘+1 = 𝑛
 

 

 אקספוננציאלי על ידי הנוסחה הבאה:: אפשר לבטא את פולינום בל הרגיל בעזרת פולינום בל 1 טענה

(5) 𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛−𝑘+1) =

𝑘!

𝑛!
𝐵𝑛,𝑘(1! 𝑥1, 2! 𝑥2, … , (𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑥𝑛−𝑘+1) 

 (.1ח בנספ [1] הוכחהראה ניתן להוכיח זאת )

 :ההפךמזה נובע גם 

(6) 𝐵𝑛,𝑘(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−𝑘+1) =
𝑛!

𝑘!
𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (

𝑥1

1!
,
𝑥2

2!
, … ,

𝑥𝑛−𝑘+1

(𝑛−𝑘+1)!
)  .  
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 :1 דוגמא

𝑛נחשב את פולינום בל האקספוננציאלי עבור : = 3 , 𝑘 = 𝑛נקבל:   2 − 𝑘 + 1 = , זאת אומרת יש לנו  2

,𝑥1 פולינום בל עם שני משתנים 𝑥2: 

𝐵3,2(𝑥1, 𝑥2) =∑
3!

𝑗1! 𝑗2!
𝑗

(
𝑥1
1!
)
𝑗1
(
𝑥2
2!
)
𝑗2

 

 מתקיימים התנאים הבאים:( 2לפי מערכת  )כך ש

 

{

𝑗1, 𝑗2 ≥ 0
𝑗1 + 𝑗2 = 2
𝑗1 + 2𝑗2 = 3

 

,𝑗1נבדוק את כל האפשרויות של  𝑗2  :המקיימות𝑗1 + 𝑗2 = 2 

 j jשל אפשריים  ערכים

2 1 0 𝑗1 

0 1 2 𝑗2 

2 3 4 𝑗1 + 2𝑗2 

 

𝑗1האפשרות היחידה שמקיימת את כל התנאים היא  = 𝑗2 = 1. 

 ולכן:

𝐵3,2(𝑥1, 𝑥2) =∑
3!

1! 1!
𝑗

(
𝑥1
1!
)
1

(
𝑥2
2!
)
1

= 3𝑥1𝑥2 
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 הקשר בין פולינום בל לקומבינטוריקה: .2
 יםמסייע (Bellשל בל )הפולינומים האקספוננציאליים ש כך קומבינטוריתמי בל קיימת משמעות פולינול

 .חלוקות הקבוצותבהבנת הצורה וההתנהגות של 

 איברים. nקבוצה כלשהי בעלת  Aתהי  :1 הגדרה

𝐵אם:  Aשל  (BLOCKבלוק )היא  Bנאמר כי  ≠ 𝐵 -ו ∅ ⊊ 𝐴. 

𝐴 : (n=3)איברים  3 תקבוצה בעל Aתהי  :2 דוגמא = {𝑥, 𝑦, 𝑧} . 

𝐵1תתי הקבוצות הבאת:    = {𝑥, 𝑦}  , 𝐵2 = {𝑧, 𝑦}  ,   𝐵3 = {𝑦}   הם בלוקים שלA:אך הקבוצות , 

𝐵4 = ∅  , 𝐵5 = {𝑥, 𝑦, 𝑥}   אינם בלוקים שלA. 

 חלוקות אפשריות: 3קיימות  k=2. לדוגמא, עבור זריםבלוקים  k -ל Aכעת, נרצה לחלק את הקבוצה 

,{𝑥}}: 1חלוקה  {𝑦, 𝑧}} 

,{𝑦}}: 2חלוקה  {𝑥, 𝑧}} 

,{𝑧}}: 3חלוקה  {𝑥, 𝑦}} 

 

 בלוק שני        בלוק ראשון           

בלוקים. ניתן  k -איברים ל nמכיל מידע על מספר האפשרויות לחלוקת קבוצה בעלת  𝐵𝑛,𝑘הפולינום 

 באופן הבא: מהפולינום לשלוף מידע זה

a.  המקדם של𝑥𝑖 מציין את כמות החלוקות האפשריות. 

b.  הביטוי𝑥𝑖  מציין שקיים בלוק עםi  .איברים לחלוקה 

c.  הביטוי𝑥𝑖
𝑗   מציין שקיימיםj  בלוקים בגודלi .באותה חלוקה 

𝐴דוגמא שלנו: נמחיש זאת בעזרת ה = {𝑥, 𝑦, 𝑧} 

,{𝑥}}: 1חלוקה  {𝑦, 𝑧}} 

,{𝑦}}: 2חלוקה  {𝑥, 𝑧}} 

,{𝑧}}: 3חלוקה  {𝑥, 𝑦}} 

𝑛פולינום בל האקספוננציאלי עבור  1לפי דוגמא  = 3 , 𝑘 = ,𝐵3,2(𝑥1הוא:  2 𝑥2) = 3𝑥1𝑥2  המשמעות .

בלוקים, כאשר בכל חלוקה יש  2 -איברים ל 3אפשרויות לחלק קבוצה עם  3כי קיימות של הפולינום היא 

 .2 -ו 1בלוקים בגודל 
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 מקרים מיוחדים:

 קיימת רק אפשרות אחת והיא: קבוצה אחת,לתת איברים  nבעלת  A לחלק את קבוצה כדי •

𝐴 = {{𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛}} .במונחים של פולינום בלבמילים אחרות ,    :𝐵𝑛,1 = 𝑥𝑛 = 1 ∙ 𝑥𝑛. 

 בלוקים זרים והיא: n -איברים ל nבעלת  Aקיימת רק אפשרות אחת לחלק את קבוצה  •

𝐴 = {{𝐴1}, {𝐴2}, … , {𝐴𝑛}}  . כלומר𝐵𝑛,𝑛 = 𝑥1
𝑛. 

 

 .Singletonסינגלטון : קבוצה בעלת איבר אחד נקראת מונח

 

 ביטוי הבא?: מה הקומבינטוריקה מאחורי השאלה

𝐵6,2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 6𝑥5𝑥1 + 15𝑥4𝑥2 + 10𝑥3
2 

 תשובה:

 אפשרויות לחלוקות: 3קיימות 

איבר  כוללאיברים והשני  5 כוללשני בלוקים זרים; הראשון  המכילכל חלוקה חלוקות ש 6קיימות  (1)

 אחד.

 או

 איברים. 5 והשני כולל איברים 4 כולל ; אחדחלוקות שמכילות שני בלוקים 15 (2)

 או

  כל אחד. 3בלוקים בגודל  2חלוקות שמכילות  10 (3)
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 שימושים של פולינום בל .3

 

 :נגזרותבל ל מיהקשר בין פולינו 3.1

 

I. לנגזרת: חלקי אספוננציאלי הקשר בין פולינום בל 

 של פונקציה מורכבת?! nאיך מחשבים את הנגזרת מסדר 

נותנת משוואה מפורשת המכלילה ( (1857, 1855ברונו )-די-על שם פרנצ'סקו פא)ברונו -די -הנוסחה של פא

נקבעה לראשונה  יאהלמרות שברונו -די -פא קיבלה את השם שלהנוסחה  .את כלל השרשרת לנגזרות גבוהות

 .(Frabetti, A., & Manchon, D. (2014) [3]) וברונ-די-שנה לפני פא 50 -ותר מי, 1800 על ידי ארבוגסט בשנת 

 

 :של פולינום בל אקספוננציאלי חלקי Faa Di Brunoנוסחת  ❖

,𝑓בהינתן שתי פונקציות  :1 משפט 𝑔: 𝑅 → 𝑅   שגזירותn  מתקייםפעמים: 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓(𝑔(𝑥)) = ∑𝑓(𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑔(𝑥))𝐵𝑛,𝑘(𝑔
′(𝑥), 𝑔′′(𝑥), … . , 𝑔(𝑛−𝑘+1)(𝑥)) 

 

 ברונו:-די-פעמים בעזרת הנוסחה של פא 3 ההבא 𝐹(𝑥) הלגזור את הפונקצי: 3 דוגמא

 :לפי כלל השרשרת גזירה ידניתנתחיל מ

𝑭(𝒙) = 𝒆𝒙
𝟑
 

𝐹′(𝑥) = 𝑒𝑥
3
∙ (𝑥3)′ = 𝑒𝑥

3
3𝑥2 

𝐹′′(𝑥) = 6𝑥𝑒𝑥
3
+ 3𝑥2 ∙ 3𝑥2𝑒𝑥

3
= 𝑒𝑥

3
(6𝑥 + 9𝑥4) 

𝐹(3)(𝑥) = 𝑒𝑥
3
∙ 3𝑥2(6𝑥 + 9𝑥4) + 𝑒𝑥

3
(6 + 36𝑥3) = 𝑒𝑥

3
(54𝑥3 + 27𝑥6 + 6) 

 

 ברונו:-די-כעת נגזור את הפונקציה בעזרת הנוסחה של פא

𝑭(𝒙) = 𝒆𝒙
𝟑
 

 פתרון:

𝐹(𝑥) = 𝑒𝑥
3
= 𝑓(𝑔(𝑥)) 

𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡           ,          𝑔(𝑦) = 𝑦3 
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𝑓′(𝑡) = 𝑒𝑡          ,       𝑔′(𝑦) = 3𝑦2 

𝑓′′(𝑡) = 𝑒𝑡        ,       𝑔′′(𝑦) = 6𝑦 

𝑓′′′(𝑡) = 𝑒𝑡      ,        𝑔′′′(𝑦) = 6 

 :n=1עבור 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝐹′(𝑥) = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝐵1,1(𝑔

′(𝑥)) 

𝐵1,1(𝑥1)כאשר     = 𝑥1 

=> 𝐹′(𝑥) = 𝑒𝑥
3
∙ 3𝑥2 = 3𝑥2𝑒𝑥

3
 

 :n=2עבור 

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝐹′′(𝑥) = 𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝐵2,1(𝑔

′(𝑥), 𝑔′′(𝑥)) + 𝑓′′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝐵2,2(𝑔
′(𝑥)) 

,𝐵2,1(𝑥1כאשר     𝑥2) = 𝑥2          𝐵2,2(𝑥1) = 𝑥1
2 

=> 𝐹′′(𝑥) = 𝑒𝑥
3
𝐵2,1(3𝑥

2, 6𝑥) + 𝑒𝑥
3
𝐵2,2(3𝑥

2) = 𝑒𝑥
3
(6𝑥 + 9𝑥4) 

 

 :n=3עבור 

𝑑3

𝑑𝑥3
𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝐹′′′(𝑥)

= 𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝐵3,1(𝑔
′(𝑥), 𝑔′′(𝑥), 𝑔′′′(𝑥)) + 𝑓′′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝐵3,2(𝑔

′(𝑥), 𝑔′′(𝑥))

+ 𝑓′′′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝐵3,3(𝑔
′(𝑥)) 

 

,𝐵3,1(𝑥1כאשר     𝑥2, 𝑥3) = 𝑥3          𝐵3,2(𝑥1, 𝑥2) = 3𝑥1𝑥2         𝐵3,3(𝑥1) = 𝑥1
3 

 

=> 𝐹′′′(𝑥) = 𝑒𝑥
3
𝐵3,1(3𝑥

2, 6𝑥, 6) + 𝑒𝑥
3
∙ 𝐵3,2(3𝑥

2, 6𝑥) + 𝑒𝑥
3
∙ 𝐵3,3(3𝑥

2) = 

= 𝑒𝑥
3
(6 + 3 ∙ 3𝑥2 ∙ 6𝑥 + (3𝑥2)3) = 𝑒𝑥

3
(6 + 54𝑥3 + 27𝑥6) 
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II.  לנגזרת: חלקי רגילהקשר בין פולינום בל 

 :(6בנוסחה )בעזרת שימוש ור פולינום בל רגיל חלקי עבברונו -דה-סחת פאולבטא את נניתן 

 של פולינום בל רגיל חלקי: Faa Di Brunoנוסחת  ❖

,𝑓בהינתן שתי פונקציות  :2 משפט 𝑔: 𝑅 → 𝑅   שגזירותn  מתקייםפעמים: 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑛! ∙∑

𝑓(𝑘)(𝑔(𝑥))

𝑘!

𝑛

𝑘=1

𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (

𝑔′(𝑥)

1!
,
𝑔′′(𝑥)

2!
, … ,

𝑔(𝑛−𝑘+1)(𝑥)

(𝑛 − 𝑘 + 1)!
) 
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 הקשר בין פולינום בל הרגיל לבין טור טיילור: 3.2

מראה לנו והוא  Mark Elin and Fiana Jacobzon [4 ] במאמר של 2ממשפט התקבל כמסקנה המשפט הבא 

בעזרת פולינומי  ת הפונקציותלבטא את מקדמי טיילור של הרכבבהינתן שתי פונקציות אנליטיות, ניתן ש

 . בל רגילים חלקיים

𝑔(𝑥)יהיו :  3משפט  ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝐷), ℎ ∈ 𝐻𝑜𝑙(𝐷, 𝐶)   פונקציות עם טורי טיילור𝑔(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛𝑥
𝑛   ∞

𝑛=1 ,

ℎ(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛𝑥
𝑛   ∞

𝑛=0 ר את פונקצית ההרכבה יבהתאמה. נגד𝐹(𝑥) = ℎ ∘ 𝑔(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛𝑥
𝑛   ∞

𝑛=0 :אז 

 𝑐0 = ℎ(0)ו-  𝑐𝑛 = ∑ 𝑏𝑘𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−𝑘+1)  

∞
𝑛=1         לכלn=1,2,3,…. 

 

,𝑢לכל   :4משפט  𝑏 ∈ 𝑅  ולכל𝑛 ∈ 𝑁 :מתקיים הקשר הבא 

∑𝑢𝑘𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑏1, … , 𝑏𝑛−𝑘+1)

𝑛

𝑘=0

= 𝑢∆𝑛(𝑢, 𝑏) 

 

,𝑛(𝑢∆   כאשר : 𝑏) = 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝑏1 −1 0 … 0
𝑏2 𝑢𝑧𝑏1 −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑏𝑛−1 𝑢𝑏𝑛−2 𝑢𝑏𝑛−3 … −1
𝑏𝑛 𝑢𝑏𝑛−1 𝑢𝑏𝑛−2 … 𝑢𝑏1)

 
 

 

 

   הוכחה: 

F(x)בקשר הבא: נתבונן  =
1

1−uw(x)
 ⟺  F(x)(1 − uw(x)) = הן פונקציות  F(x),w(x) כאשר 1

 .אנליוטיות

 שלו  F(x) טורי טיילור של על ידי הצבת הטיילור של פונקציית ההרכבתחילה ננסה למצוא את מקדמי 

w(x)  בתוךF(x)(1 − uw(x)) =  .(ים)כלומר בלי התייחסות למשפט מקדמיםהשוואת ו 1

𝐹(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛𝑥
𝑛   ∞

𝑛=0 , 𝑤(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛𝑥
𝑛   ∞

𝑛=1  

F(x)(1 − uw(x)) = 1 

 (∑ 𝑐𝑛𝑥
𝑛)    ∙∞

𝑛=1 (1 − 𝑢∑ 𝑏𝑛𝑥
𝑛   ∞

𝑛=1 ) = 1 

(𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 +⋯)(1 − 𝑢𝑏1𝑥 − 𝑢𝑏2𝑥
2 − 𝑢𝑏3𝑥

3 −⋯) = 1 
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 מהשוואת מקדמים נקבל כי:

𝑐0 = שימקדם חופ      1  

𝑐1 − c0ub1 = 0    x מקדם של 

𝑐2 − 𝑐1𝑢𝑏1 − 𝑐0𝑢𝑏2 = 0   x2 מקדם של 

𝑐3 − 𝑐2𝑢𝑏1 − 𝑐1𝑢𝑏2 − 𝑐0𝑢𝑏3 = 0  x3 מקדם של 

… 

𝑐𝑛 − 𝑐𝑛−1𝑢𝑏1 − 𝑐𝑛−2𝑢𝑏2 −⋯− 𝑐0𝑢𝑏𝑛 = 0  xn מקדם של 

 𝑐𝑛 − 𝑢∑ 𝑐𝑘𝑏𝑛−𝑘
𝑛−1
𝑘=0 = 0 

 

 𝑐𝑛 = 𝑢∑ 𝑐𝑘𝑏𝑛−𝑘
𝑛−1
𝑘=0  

 :ניתן על ידי הקשר הרקורסיבי הבאולכן פתרון מערכת המשוואות הנ"ל 

(∗)

{
 
 

 
 

𝑐0 = 1
𝑐1 = 𝑢𝑏1

𝑐𝑛 = 𝑢∑𝑐𝑘𝑏𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

 

F(x)כהרכבה של שתי פונקציות:  Fכתוב את , ניםכעת נתייחס למשפט = ℎ(𝑔(𝑥)) :כאשר 

ℎ(𝑧) =
1

1 − 𝑢𝑧
= ∑(𝑢𝑧)𝑛 = ∑𝑢𝑛𝑧𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

 טור גיאומטרי         

𝑔(𝑧) = 𝑤(𝑧) = ∑𝑏𝑛𝑧
𝑛

∞

𝑛=1

 

𝐹(𝑥)נסמן:  = ∑ 𝑐𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0 3 אז לפי משפט: 

(∗∗)

{
 
 

 
 𝑐0 = ℎ(0) =

1

1 − 0
= 1

𝑐𝑛 =∑𝑢𝑘𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛−𝑘+1)

𝑛

𝑘=1
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 נוכל לבטא את )*( באמצעות משוואה מטריציונית:

{
 
 
 

 
 
 

𝑐0 = 1
𝑐1 = 𝑐0𝑢𝑏1

.

.

.

𝑐𝑛 = 𝑢∑𝑐𝑘𝑏𝑛−𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

 

 

(

 
 

1 0 0 … 0
−𝑢𝑏1 1 0 … 0
−𝑢𝑏2 −𝑢𝑏1 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝑢𝑏𝑛−1 −𝑢𝑏𝑛−2 −𝑢𝑏𝑛−3 … 1)

 
 

(

 
 

𝑐1
𝑐2
𝑐3
⋮
𝑐𝑛)

 
 
=

(

 
 

𝑢𝑏1
𝑢𝑏2
𝑢𝑏3
⋮
𝑢𝑏𝑛)

 
 

 

 

𝑐𝑛  לפי שיטת קרמר: 𝑐𝑛נמצא את  = 𝑢
∆𝑛

∆
 

∆= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

1 0 0 … 0
−𝑢𝑏1 1 0 … 0
−𝑢𝑏2 −𝑢𝑏1 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝑢𝑏𝑛−1 −𝑢𝑏𝑛−2 −𝑢𝑏𝑛−3 … 1)

 
 
= 1 

 

 

  ∆= det (𝐴) = 1  (A )הינה מטריצה משולשת תחתונה 

 -ו

∆𝑛= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

1 0 … 0 𝑏1
−𝑢𝑏1 1 … 0 𝑏2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

−𝑢𝑏𝑛−2 −𝑢𝑏𝑛−3 … 1 𝑏𝑛−1
−𝑢𝑏𝑛−1 −𝑢𝑏𝑛−2 … −𝑢𝑏1 𝑏𝑛 )

 
 

 

 

 נקבל: .(-1) -שאר העמודות באת ונכפיל  "נזיז" את העמודה האחרונה להיות העמודה הראשונה

 

∆𝑛= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝑏1 −1 0 … 0
𝑏2 𝑢𝑏1 −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑏𝑛−1 𝑢𝑏𝑛−2 𝑢𝑏𝑛−3 … −1
𝑏𝑛 𝑢𝑏𝑛−1 𝑢𝑏𝑛−2 … 𝑢𝑏1)

 
 
= ∆𝑛(𝑢, 𝑏) 

 

 A -נסמן ב
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∑בסה"כ נקבל:  𝑢𝑘𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑏1, … , 𝑏𝑛−𝑘+1)

𝑛
𝑘=0 = 𝑐𝑛 = 𝑢∆𝑛(𝑢, 𝑏) 

 מ.ש.ל

 

 )**( נובע כי: -)*( ו -מהשוואה בין התוצאות שקבלנו ב בדיקה:

 𝑐0 = 1 

𝑐1 = 𝑢𝐵1,1
𝑜 (𝑏1) = 𝑢𝑏1 

𝑐2 = 𝑢𝐵2,1 
𝑜 (𝑏1, 𝑏2) + 𝑢

2𝐵2,2
𝑜 (𝑏1) = 𝑢𝑏2 + 𝑢

2𝑏1
2 = 𝑢𝑏2 + 𝑐1𝑢𝑏1 = 𝑢𝑏2 + 𝑢

2𝑏1
2 

 (3)ראה חישובים של ערכי הפולינום בנספח 

 

 :4של משפט  מקרה פרטיונקבל   u=1כעת נקבע 

 

 מסקנה:

 נקבל: u=1עבור  

∑𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑏1, … , 𝑏𝑛−𝑘+1)

𝑛

𝑘=0

= ∆𝑛(1, 𝑏) 

 כאשר:

∆𝑛(1, 𝑏) = 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝑏1 −1 0 … 0
𝑏2 𝑏1 −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑏𝑛−1 𝑏𝑛−2 𝑏𝑛−3 … −1
𝑏𝑛 𝑏𝑛−1 𝑏𝑛−2 … 𝑏1)

 
 

 

 

 

n עבורבעזרת פונקצית מטל"ב חישוב הדטרמיננטה ל דוגמא [1] סעיף 2 בנספחניתן לראות  =  .כללי u -ו 3
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  פונקציה יוצרת ןהקשר בין פולינום בל רגיל לבי 3.3

המושגים  שללא קיימת הגדרה אחת שמקובלת על כולם פולינומי בל הרגילים, עבור , בספרות המדעית
ניתן לבטא את פולינום בל הרגיל בעזרת , ולכן "עבור פולינום שלם "פונקציה יוצרת -שלם" ו"פולינום 

 :צורותשתי פונקציה יוצרת ב

𝐵𝑛  דייל ע" ראשון רגיל שלםבל נגדיר "פולינום  :2 הגדרה
(1)
(𝑢, 𝑥) = ∑ 𝐵𝑛,𝑘

𝑜 (𝑥)
𝑢𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=1   כאשר𝑛, 𝑘 ∈ 𝑁 ,

𝑢 ∈ 𝑅. 

 

 די:  יל עפונקציה יוצרת המתאימה לפולינום בל רגיל שלם ראשון ניתנת : 3הגדרה 

Φ(1)(t, u) = 1 +∑𝐵𝑛
(1)
(u, x)tn

∞

n=1

 

 

 

𝑎(𝑡)אם  :1לֶמה  = ∑ 𝑎𝑛
𝑡𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0  ,𝑏(𝑡) = ∑ 𝑏𝑛

𝑡𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0  ,𝑐(𝑡) = 𝑎(𝑡) ∙ 𝑏(𝑡):אז . 

𝑐(𝑡) = ∑ 𝑐𝑛
𝑡𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0  ,𝑐𝑛 = ∑ (

𝑛
𝑘
) 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘

n
𝑘=0 

 

 לפי מכפלת קושי של טורי חזקות. הוכחה:

 

,Φ(1)(tנרצה להראות כי מתקיים הקשר הבא:  :1חישוב עזר  u) = exp (𝑢 ∑ 𝑥𝑗𝑡
𝑗)∞

𝑗=1 : 

  

אגף ימין = exp (𝑢∑𝑥𝑗𝑡
𝑗)

∞

𝑗=1

= 1 +∑
1

𝑘!
(𝑢∑𝑥𝑗𝑡

𝑗

∞

𝑗=1

)

𝑘

= 1 +∑
𝑢𝑘

𝑘!
(∑𝑥𝑗𝑡

𝑗

∞

𝑗=1

)

𝑘

=

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

 : ([6])מתוך ויקיפדיה  ניעזר בשוויון הידוע  הבא

(∑𝑥𝑗𝑡
𝑗

∞

𝑗=1

)

𝑘

= ∑𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=𝑘

 

= 1 +∑
𝑢𝑘

𝑘!
∑𝐵𝑛,𝑘

𝑜 (𝑥)𝑡𝑛
∞

𝑛=𝑘

= 1 +∑𝑡𝑛∑𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥)

𝑢𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=1

=

∞

𝑛=1

∞

𝑘=1

 

 

= 1 +∑ 𝑡𝑛𝐵𝑛
(1)(𝑢, 𝑥) = Φ(1)(t, u) = אגף שמאל

∞

𝑛=1

 

* 

* 

נחליף סדר 

 סכימה
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⇒    Φ(1)(t, u) = exp (𝑢∑𝑥𝑗𝑡
𝑗)

∞

𝑗=1

 

 

,𝑛לכל  :5משפט  𝑘 ∈ 𝑁   ולכל  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅  הבא: מתקיים הקשר 

𝐵𝑛
(1)
(𝑢 + 𝑣, 𝑥) =

1

𝑛!
∑(

𝑛
𝑘
)𝐵𝑘

(1)
(𝑢, 𝑥)

𝑛

𝑘=0

𝐵𝑛−𝑘
(1)
(𝑣, 𝑥) 

 הוכחה: 

 ונקבל:  1נשתמש בחישוב עזר 

 

Φ(1)(𝑡, 𝑢 + 𝑣) = exp ((𝑢 + 𝑣) ·∑xj

∞

j=1

tj) = exp (𝑢 ·∑xj

∞

j=1

tj) ∙ exp (𝑣 ·∑ xj

∞

j=1

tj) = 

= Φ(1)(𝑡, 𝑢) · Φ(1)(𝑡, 𝑣) 

 

⇒         ∑ 𝐵𝑛
(1)
(𝑢 + 𝑣, 𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=∑𝐵𝑘
(1)
(𝑢, 𝑥)𝑡𝑘

∞

𝑘=0

·∑𝐵𝑙
(1)
(𝑣, 𝑥)𝑡𝑙

∞

𝑙=0

= ∑ 𝑡𝑛
∞

𝑛=0

∑𝐵𝑘
(1)
(𝑢, 𝑥)𝐵𝑛−𝑘

(1)
(𝑣, 𝑥)

𝑛

𝑘=0

 

 

 נובע כי:  1לפי למה 

 

𝐵𝑛
(1)
(𝑢 + 𝑣, 𝑥) =

1

𝑛!
∑ (

𝑛
𝑘
)𝐵𝑘

(1)
(𝑢, 𝑥)𝑛

𝑘=0 𝐵𝑛−𝑘
(1)
(𝑣, 𝑥). 

 
 

 מ.ש.ל

 

 (.Wheeler, F. S. (1987) [5]) במאמר 2וזהו אנלוג למשפט 

 

𝐵𝑛די: יל עשני"  שלם רגילבל נגדיר "פולינום  :4הגדרה 
(2)
(𝑢, 𝑥) = ∑ 𝐵𝑛,𝑘

𝑜 (𝑥)𝑢𝑘𝑛
𝑘=1. 

 

 די:  יל עפונקציה יוצרת המתאימה לפולינום בל רגיל שלם שני ניתנת : 5הגדרה 

Φ(2)(t, u) = 1 +∑Bn
(2)
(u, x)tn

∞

n=1

 

 

 

 בל רגיל שלם: המשפט הבא מאפשר לנו למצוא קשר חדש עבור פולימום
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𝑛לכל  :6 שפטמ ∈ 𝑁 הקשר הבא מתקיים: 

𝐵𝑛
(2)(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =

1

𝑛!

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
(

1

1 − ∑ 𝑥𝑗𝑡𝑗
∞
𝑗=1

)
𝑡=0

 

 

 .שני וזהו ביטוי מקובל לפולינום בל רגיל שלם

 

 הוכחה:

𝐵𝑛תחילה נתבונן בפונקציה יוצרת של 
(2)

  :  

Φ(2)(t, u) = 1 +∑Bn
(2)(u, x)tn

∞

n=1

= 1 +∑∑ 𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥)𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

tn
∞

n=1

 

= 1 +∑ tn∑ 𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥)𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

∞

n=1

 

 

 

 , נקבל כי:4בהוכחת משפט עשינו טריקים דומים שנשים לב כי על ידי 

 

(2)

1

1
( , )

1 j

j

j

t u

u x t


=

 =

− 
. 

 

 ית של שני האגפים נקבל את הקשר הבא: -kולכן, באופן שקול, על ידי השוואת החזקה ה 

 

(∑𝑥𝑗𝑡
𝑗

∞

𝑗=1

)

𝑘

= ∑𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−𝑘+1)𝑡

𝑛

∞

𝑛=𝑘

    ,      𝑘 ∈ 𝑁 

 :kנבצע סכימה עבור 

 

∑(𝑢∑𝑥𝑗𝑡
𝑗

∞

𝑗=1

)

∞

𝑘=0

𝑘

=
1

1 − 𝑢∑ 𝑥𝑗𝑡𝑗
∞
𝑗=1

=∑𝑢𝑘∑𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−𝑘+1)𝑡

𝑛

∞

𝑛=𝑘

∞

𝑘=1

 

 

יש לנו סכימה לפי קבוצת אינדקסים    1,1 1,k n nn kk    = נשתמש בזה כדי להחליף סדר .

הסכימה:
1 1

n

n k



= =

  הסכום הפנימי הוא ואז𝐵𝑛
𝑜(𝑥1, … , 𝑥𝑛): 

 סכימה עבור

k=0,1,2,3,… 
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=∑𝑡𝑛∑𝑢𝑘𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥1, … , 𝑥𝑛−𝑘+1)

𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

= ∑𝐵𝑛
(2)(𝑢, 𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=1

 

⇒     𝐵𝑛
(2)(𝑢, 𝑥) =

1

𝑛!

𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
(

1

1 − 𝑢∑ 𝑥𝑗𝑡𝑗
∞
𝑗=1

)
𝑡=0

 

 

 מ.ש.ל

 

 נקבל את הקשר הבא:  6ו  4על ידי שילוב המשפטים  מסקנה:

1

1 − 𝑢 ∑ 𝑥𝑗𝑡𝑗
∞
𝑗=1

=∑𝐵𝑛
(2)(𝑢, 𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=1

= ∑𝑢∆𝑛(𝑢, 𝑥)𝑡
𝑛

∞

𝑛=1

 

 כאשר

∆𝑛(𝑢, 𝑥) = 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝑥1 −1 0 … 0
𝑥2 𝑢𝑥1 −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑥𝑛−1 𝑢𝑥𝑛−2 𝑢𝑥𝑛−3 … −1
𝑥𝑛 𝑢𝑥𝑛−1 𝑢𝑥𝑛−2 … 𝑢𝑥1)

 
 

 

 

דוגמא לחישוב הביטוי   ניתן לראות, 2נספח [ של 2סעיף ]ב
𝟏

𝐧!

𝝏𝒏
 

𝝏𝒕𝐧
(

𝟏

𝟏−∑ 𝒙𝒋𝒕𝒋
∞
𝒋=𝟏

)
𝒕=𝟎

פונקציות מטלב בעזרת    

 .n=3עבור 
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 הוכחות: 1 נספח
  לבטא את פולינום בל הרגיל בעזרת פולינום בל אקספוננציאלי על ידי הנוסחה הבאה:: אפשר 1טענה [ 1]

𝐵𝑛,𝑘
𝑜 (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛−𝑘+1) =

𝑘!

𝑛!
𝐵𝑛,𝑘(1! 𝑥1, 2! 𝑥2, … , (𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑥𝑛−𝑘+1) 

 הוכחה:

𝐵𝑛,𝑘(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−𝑘+1) =∑
𝑛!

𝑗1! ∙ … ∙ 𝑗𝑛−𝑘+1!
(
𝑥1
1!
)
𝑗1
∙ … ∙ (

𝑥𝑛−𝑘+1
(𝑛 − 𝑘 + 1)!

)
𝑗𝑛−𝑘+1

𝑗

 

!1)  נציב  𝑥1, 2! 𝑥2, … , (𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑥𝑛−𝑘+1)   במקום(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−𝑘+1):נקבל , 

𝐵𝑛,𝑘(1! 𝑥1, 2! 𝑥2, … , (𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑥𝑛−𝑘+1)

=∑
𝑛!

𝑗1! ∙ … ∙ 𝑗𝑛−𝑘+1!
(
1! 𝑥1
1!

)
𝑗1

∙ … ∙ (
(𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑥𝑛−𝑘+1

(𝑛 − 𝑘 + 1)!
)

𝑗𝑛−𝑘+1

𝑗

 

𝐵𝑛,𝑘(1! 𝑥1, 2! 𝑥2, … , (𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑥𝑛−𝑘+1) =∑
𝑛!

𝑗1! ∙ … ∙ 𝑗𝑛−𝑘+1!
𝑥1
𝑗1 ∙ … ∙ 𝑥𝑛−𝑘+1

𝑗𝑛−𝑘+1

𝑗

 

 

 -נכפיל ב
𝑘!

𝑛!
 נקבל: 

𝑘!

𝑛!
𝐵𝑛,𝑘(1! 𝑥1, 2! 𝑥2, … , (𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑥𝑛−𝑘+1) = 𝐵𝑛,𝑘

𝑜 (𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛−𝑘+1) 

 מ.ש.ל

)נובע גם היפוך: מזה  ) 11 2
, 1 2 1 ,

!
, , , , , ,

! 1! 2! ( 1)!

o n k
n k n k n k

xx xn
x x x B

k n k
B − +

− +

 
 =  

− + 
 . 
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 פונקציות מטל"ב :2נספח 
 

,𝑛=3(𝑢∆ דטרמיננטההחישוב פונקצית מטל"ב ל[ 1] 𝑏): 

∆𝑛(𝑢, 𝑏) = 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝑏1 −1 0 … 0
𝑏2 𝑢𝑏1 −1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑏𝑛−1 𝑢𝑏𝑛−2 𝑢𝑏𝑛−3 … −1
𝑏𝑛 𝑢𝑏𝑛−1 𝑢𝑏𝑛−2 … 𝑢𝑏1)

 
 

 

 

 

 

clear all; 

  

% create symbolic variables 

n  =  3; 

X  =  sym('x', [1 n]); 

syms u; 

  

% Constructing the matrices 

Mat_X = sym('Mat_X', [n n]); 

  

for row = 1: n 

    for column = 2 : n  

        if column <= row 

            Mat_X(row, column) = u*X(row - column + 1); 

        elseif column == row + 1 

            Mat_X(row, column) = -1; 

        else 

            Mat_X(row, column) = 0; 

        end 

    end 

    Mat_X(row, 1) = X(row); 

end 

  

% Calculating and printing the determinant 

fprintf('The determinant of order %d is: \n%s\n', n, 

char(det(Mat_X))); 
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פונקצית מטל"ב לחישוב הביטיוי  [ 2]
𝟏

𝟑!

𝝏𝟑
 

𝝏𝒕𝟑
(

𝟏

𝟏−∑ 𝒙𝒋𝒕𝒋
∞
𝒋=𝟏

)
𝒕=𝟎

  : 

 

clear all; 

  

% create symbolic variables x1,...,xj 

j  =  100; 

X  =  sym('x', [1 j]); 

  

% Defining the generating function 

syms t; 

syms u; 

powers                   =      t.^linspace(1, j, j); 

geometric_sum(t)         =      X * powers.'; 

generating_function(t)   =      1 / (1 - u*geometric_sum(t)); 

  

% Order of differentiation at zero 

n   =  3; 

derivative  =  1/factorial(n) * 

vpa(subs(diff(generating_function, t, n), t, 0)); 

print = 'The derivative (divided by %d factorial) of order %d 

at t=0 is: \n%s\n'; 

fprintf(print, n, n, char(derivative)); 
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 חלקי רגילחישוב ערכים של פולינום בל  :3נספח 
 

 

(1) 𝐵1,1
𝑜 (𝑥1) = ∑

1!

𝑗1!
𝑥1
𝑗1  

 

{
𝑗1 = 1
𝑗1 = 1

⟹ 𝑗1 = 1 

 

𝑩𝟏,𝟏   ולכן:
𝒐 (𝒙𝟏) = 𝒙𝟏 

 
 
 

(2) 𝐵2,1 
𝑜 (𝑥1, 𝑥2) = ∑

1!

𝑗1!𝑗2!
𝑥1
𝑗1𝑥2

𝑗2  

{
𝑗1 + 𝑗2 = 1
𝑗1 + 2𝑗2 = 2

⟹{
𝑗2 = 1
𝑗1 = 0

 פתרון יחיד      

 

𝑩𝟐,𝟏   ולכן:
𝒐 (𝒙𝟏, 𝒙𝟐) = 𝒙𝟐 

 

(3) 𝐵2,2
𝑜 (𝑥1) = ∑

2!

𝑗1!
𝑥1
𝑗1  

{
𝑗1 = 2
𝑗1 = 2

⟹ 𝑗1 = 2 

𝑩𝟐,𝟐   ולכן:
𝒐 (𝒙𝟏) = 𝒙𝟏

𝟐 

 

(4) 𝐵3,1
𝑜 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∑

1!

𝑗1!𝑗2!𝑗3!
𝑥1
𝑗1𝑥2

𝑗2𝑥3
𝑗3  

{
𝑗1 + 𝑗2 + 𝑗3 = 1
𝑗1 + 2𝑗2 + 3𝑗3 = 3

⟹{
𝑗1 = 𝑗2 = 0
𝑗3 = 1

 פתרון יחיד       

𝑩𝟑,𝟏   ולכן:
𝒐 (𝒙𝟏) = 𝒙𝟑 

 

 

(5) 𝐵3,2
𝑜 (𝑥1, 𝑥2) = ∑

2!

𝑗1!𝑗2!
𝑥1
𝑗1𝑥2

𝑗2  

{
𝑗1 + 𝑗2 = 2
𝑗1 + 2𝑗2 = 3

⟹{
𝑗1 = 1
𝑗2 = 1

 פתרון יחיד       
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𝑩𝟑,𝟐   ולכן:
𝒐 (𝒙𝟏, 𝒙𝟐) = 𝟐𝒙𝟏𝒙𝟐 

 

 

(6) 𝐵3,3
𝑜 (𝑥1) = ∑

3!

𝑗1!
𝑥1
𝑗1  

{
𝑗1 = 3
𝑗1 = 3

⟹𝑗1 = 3 

𝑩𝟑,𝟑   ולכן:
𝒐 (𝒙𝟏) = 𝒙𝟏

𝟑 
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